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SAGGIO ANALITICO SULLE SEZIONI CONICHE 


724. Si chiamano sezioni coniche le sezioni falle 
in un conopei- un piano datp . Così il circolo è una 
sezione qonica , perchè tagliandosi un cono retto con 
un piano parallelo alla base, la sezione è circolare 
( 5 ^ 5 ). Il triangolo è pure una sezione conica, per- 
chè tagliandosi comunque un cono dal vertice fino 
alla base, la sezione è triangolare. Ma il nome di 
sezioni coniche è stato dato propriamente a tre altre 
sezioni del cono, diverse da queste due,, delle quali 
più specialmente ci proponiamo parlare, dopo aver 
accennati i principj necessarj a trattarle ai 
mente . 


Nozioni preliminari sull’ uso dell Alg 
1 nella descrizione delle curve 



726. Dal punto fisso A , considerato come punto 
d’origine, parta la retta indefinita AM , sulla quale 125 
sieno prese le porzioni o ascisse ( 534 ) AB , AC, 

AD ec. Da ognuno dei punti B,C,D, ec. si alzino ad 
angolo qualunque le parallele ovvero ordinate BP, 
CQ,DR ec. prolungate in maniera , che regni sempre 
un determinato rapporto fra ciascuna ascissa e l’ordi- 
nata corrispondente; cosicché chiamate fuma se, La ì tra 
7% i valori d’ambedue (424) soddisfacciano insieme ad 
una data equazione, come per esempio ad y 2 =aax — 

In tal caso l’estremità delle ordinate^- si disporranno 
in una linea, che generalmente sarà una curva, Ja 
di cui natura ed indole varieranno a seconda della 
diversa qualità dell’equazione di rapporto , che per- 
Marie P. II - 1 ‘ 
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ia3 ciò si chiama equazione della curva . Data quest’ er 
quazione l’Algebra non solo insegna a descriver la 
curva corrispondente, ma ne sviluppa ancora le prin- 
cipali proprietà cpn maravigliosu prontezza . 

qiS. Le ascisse e le ordinate si chiamano con nom- 
ine comune coordinate, e diconsi di più ortogonali , 
allorché il loro angolo è retto, come sempre lo sup- 
porremo per l’avvenire, quando altro non si avverta. 
La linea sulla quale si prendon l’aseisse si chiama asse 
della curva o delle ascisse o delle a-, come per ana- 
logia si chiama asse delle ordinate o delle y , la retta 
indefinita AN condotta per il punto d’origine A pa- 
rallelamente alle ordinate . Nè sempre l’origine A cade 
sull’ estremità dell’asse delle ascisse, ma può stabilirsi 
jn qualunque altro punto del medesimo; se non che 
allora, considerate come positive le ascisse prese da 
una parte dell’ origine , debbon riguardarsi come ne- 
gative quelle prese dalla parte opposta (log): siccome 
egualmente 1’ ordinate possono aver luogo tanto al 
disopra che al di sotto dellasse , purché in un senso 
si assumano positive, e nell’altro negative . Vi sono 
infine delle curve chiamate polari, nelle quali l’asse 
delle ascisse è una circonferenza , le ascisse sono ar- 
chi , e le ordinate sono porzioni o prolungamenti di 
raggi compresi dal centro fino all incontro con la 
purya. Ne daremo più chiare nozioni a suo luogo . 

7 ^ 7 . Si fa uso delle coordinate anche per assegnare con di- 
stinzione il luogo, che un punto occupa sopra di un dato pia- 
' no. Premetto che 1’ idea di posizione essendo un’ idea di puro 
rapporto , come quelle di lunghezza o di estensione, non può 
giungersi a chiaramente assegnare la situazione di un punto B, 
se non riferendola a quella di un altro punto A che si sup- 
ponga già nota . Al che non basta 1 indizio della sola distanza 
AB;poichè a questa medesima distanza da A si trovano , oltre 
p, tutti i puuti della circonferenza descritta col centro in A e 
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raggio AB.Ma se condotto comunque per A l’asse indefinito Ap, 124 
scenderemo da B su di quest'asse con la normale BC , e da- 
remo il valore e la direzione dell'ascissa AC c dell’ordinata 
BC , la posizione di B resterà decisamente determinala , es- 
sendo troppo chiaro che le due coordinate AC, BC nel senso 
in cui si son prese , non competono che al punto B . Questo 
mezzo é usitatissimo tra gli Astronomi ed i Geografi , allor- 
ché vogliono indicare sulla sfera celeste o sul globo o sulle 
mappe la situazione dei diversi punti celesti o terrestri . Si 
« vedano i loro trattati • 

728. In luogo delle coordinate suddette si può anche asse- 
gnare la posizione de) punto B mediante la distanza AB , e 
r angolo che la retta AB fa con l’ asse delle ascisse o delle 
ordinate . Chiamalo 6 il primo di questi due angoli, r la di- 
sianza AB, e supposte infine ortogonali (726) le coordinale 
x , y queste si cangiano allora in rco»fl , rse/iÙ . £ opposta- 

niente per 1' angolo ù e per la distanza r , si ha laugQ — ~ 

ed r=^/(x 3 - 

729. Ma sia B un punto preso non più sopra una data su- 
perficie, ma bensì nello spazio assoluto , e se ne voglia la >a 5 
posizione rapporto al punto noto A. Fatti concorrere in A due 

assi ortogonali AP,AQ, ed elevato sul punto medesimo anche 
un terzo asse AO normale al piano QAP, e perciò anche ai 
due assi AQ , AP ( 58 i ) , si scenda da B sul piano QaP 
con la normale BC , che sarà dunque parallela ad AO , e 
quindi si conduca da C la CD normale all'asse AP: è chiaro che 
le tre coordinate AD,DC, CB non potendo tutte insieme appar- 
tenere che al punto B, ne determineranno perciò definitivamente 
la posizione.Or le due coordinate AD, CD prese sul piano soglio- 
no al solito indicarsi con x, jr; l'altra CB, normale al piano, 
con 1 , e in coerenza di queste denominazioni i tre assi or- 
togonali concorrenti in A si chiamano respettivamente assi 
delle x, o delle y, o delle z, secondo la coordinata nel senso 
di cui son diretti . Il piano steso per i primi due assi si chia- 
ma piano delle x , y ; come egualmente si chiamano piani 
delle x, z , o delle y, z quelli che in pari modo possono im- 
maginarsi stesi per gli assi delle x e delle * , o per quelli 
delie y e delle z . Infine il punto C nel quale l'ordinata z seen- 
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dendo da B incontra il piano delle x, y si chiama projetione 
12 ortogonale di B, ed è evidente che questa stessa projezione po- 
trebbe aver luogo anche sugli altri due piani . 

73o. E qui pure si osserverà che in vece di far uso delle tre 
coordinate x,r,z può determinarsi la situazione di B rapporto 
ad A, anche col mezzo della distanza AB=r, e degli angoli 
' BAC=fl , CAD=Ci) fatti da AB con AG, projezione dell'in- 
tera AB sul piano delle x , jr , e da AC con AP asse delle 
x . In tal caso i triangoli rettangoli ACB, ADC daranno AC= 
rcoS , BC=z=rren9 , CD —y— ACsenx = rcosOsenO) , AD,= 
x— ACcoxCJ ==rcosdcosU) ; d' onde assai facilmente 1- 

^M-z 2 ) , senÙ=~ , tango) = . . 

Che se oltre B si abbia un altro punto S , situato per 
altro nello stesso senso che B rapporto ai tre piani concor- 
renti sull’ origine A , e voglia riferirsi B ad S, chiamate co- 
me sopra x,y , z le coordinate che riferiscono B ad A , ed 
x' f y', z' quelle che vi riferiscono S, saranno manifestamente 
x «2 x\ y '■*> jr’ t z t /3 z‘ quelle che riferiscono B ad S, e si avrà 
BS=yy/ ( ( x 'x> x' ) 2 -t- ( y ( z co z') 2 ) . Se poi S fosse 

situato del tutto oppostamente a B rapporto a ciascuno dei 
tre piani suddetti , converrebbe cangiar le differenze x oc x' , 
yviy', z co z' nelle somme x-\-x', J-+J 1 , z-4-z', il che dareb- 
be BS =V( ( E-*-*' ) a — ) 2 -+( ) 2 )• Che se la si- 

tuazione di ì'« non fosse opposta a quella di B se non rap- 
porto a uno o due piani, il cangiamento non caderebbc che 
sulla differenza delle ordinate perpendicolari ai piani medesi- 
mi . E' facile il persuadersi della verità di questi precetti , 
anche indipendentemente da ogni figura che ricscirebbe di ec- 
cessiva complicazione . Torniamo alle curve . 

73i. L’equazione r 2 = 2 «.r — ocx è alla circonferenza 
di un circolo del raggio a (536); ma quando non si 
sappia , la costruzion di quest’ equazione guiderà a 
descriverlo , e lo farà fàcilmente conoscere . Sia a=) 
5, e condotta una retta indefinita Bl) sulla quale 
prendo AD= 2 rt=io,la divido in dieci parti eguali 
AP, PP, ec. Sia A l’origine dell’ ascisse, BD il loro 
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asse, AD la parte delle positive, AB sarà quella delle ii6 
negative, se la curva cercata ne abbia. Dipoi condu- 
casi al punto A la perpendicolare indefinita EF che 
prendo per asse delle ordinate, e di cui suppongo 
positiva la parte AE . Sia finalmente AV—X , PM=/.\ 
li’ chiai'o per l’equazione medesima y— ± \/(?.ax — 
jcjc) , che quando x=to, si ha/=c ; dunque la curva 
ha il punto A comune colla linea dell’ ascisse. So 
ac—i, y= ± 3, se x=.<i, y— i valori corrispon- 

denti di x e di y sono 

x=o, i, i, 5, 4, 5, 6, 7, 8, g, io 

J' = O ì ±5,±4,± x /2I,±v / 24,±5,± x /2/ I ,±^2I,±4,±5, o 

I valori di y determinan la lunghezza d’al- 
trettante ordinate le cui estremità M son tanti punti 
della curva cercata, che verrà tanto più esattamente 
descritta quanto maggiormente si moltiplicheranno le 
divisioni di AD . Inoltre poiché i valori di y son 
positivi e negativi , la curva ha dunque due rami e- 
guali , 1’ uno che passa per i punti M al di sopra 
dell’asse dell’ascisse, e l’altro per i punti corrisponden- 
ti M' al di sotto. Infine crescendo i valori di y fino 
a un certo termine che è 5, e decrescendo in seguito 
colla proporzione medesima fino a zero, si dee con- 
cludere i.° che vi è un’ ordinata maggiore di tutte 
l’ altre o Massima: 2 .° che la curva dell’equazione 
y^^iax — xx è rientrante o chiusa : 3.° che non si 
stende di qua dal punto A , poiché allora le sue a- 
scisse essendo negative, i valori di jr sarebbero im- 
maginar] . Cerchiamone qualche proprietà . 

73 2 . Dal mezzo C della linea AD conduco delle 
rette CM e ho tanti triangoli rettangoli CPM, in cui 
CM 1 =PM a -t-CP a =^-ra a — aax- k-x* ; onde essendo 
y 1 —‘iax — x* , si avrà sempre CM = a, cioè tutti i 
punti M sono ad egual distanza dal centro C (423.3.°). 
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Inoltre l’equazione y % .~ %nx — x* dà x : y\ \ y : art— x, 
ovvero AP : PM”PM:PD; dunque ogni perpendicolare 
PM è media proporzionale tra i due segmenti AP , 
PD (535) . Di più condotta una corda AM, si avrà 
AM 1 =AP , -fPM' J =sr 1 -fj 1 = 2 fl.it; ) onde :r:AM ::AM: 
art; cioè nella curva trovala tutte le corde condotte 
dal punto A ad uno dei punti M son medie propor- 
zionali tra AD e il segmento corrispondente AP(5a<).5. 0 ) 
Condotta pure MD,si avrà AM 1 -+-MD 1 =ìrtjr+(afi — 
jc) , -t-^ ra =4rt a = A D a , proprietà del triangolo rettangolo; 
dunque tutti gli angoli AMI) son retti ( 492 . 2 . °) . 

733. Si debba ora descrivere la curva dell’ equa- 
zione y*=ax . Già si vede che questa dee tagliar la 
linea dell’ascisse nella loro origine, poiché fatta x=o, 
si ha anche y= ± ^/ax—o , e di più che dee aver 
due rami eguali, uno positivo e l’altro negativo. 
Inoltre poiché comunque si aumenti x , purché si 
mantenga positiva , y resta sempre reale , e sempre 
cresce di valore senza giammai tornare ad essere zero, 
perciò ninno dei rami toccherà mai più l’asse , da 
cui continuamente ambedue si scosteranno; onde adif- 
ferenza del circolo questa curva non sarà rientrante. 
Infine siccome facendo x negativa, risulta immagi- 
naria, dunque dalla parte negativa dell’ asse non vi 
è curva, la quale avrà quindi la forma MAM’. 

754- Sia pure y 1 — x' — a’’ : facendo y=c , si ha 
x— ±a, onde preso sull'indefinita PD un punto A 
per origine dell’ ascisse , e due parti AS,As eguali ad 
rt,la curva dee passar per i punti S, s che si chiamano 
i suoi vertici . Inoltre poiché y=±*j(x 1 — «’), e que- 
st’equazione riman la stessa cangiandovi x in — X , 
perciò la curva ha quattro rami eguali ed opposti , 
due dalla parte positiva , e due dalla parte negativa 
dell’asse. Di più poiché posto x <a risulta y imma- 
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g : iiaria , perciò non vi è curva fra i vertici S ed s * 
Oppostamente ponendo x>a, y è sempre reale, e 
cresce sempre crescendo x\ perciò i quattro rami al 
di là dei due vertici crescono indefinitamente, nè più 
s’incontrano con l’asse; onde neppur questa curva 
è rientrante , ed ha la forma della fig.* ja8. 

735 . Cerchiamo la curva dell' equazione jr*— • Si làjf 


a — x 


b — x 

d—^rX 


ha dunque yé=-±x^ lT +,r se xè positiva, ed j— 

se è negativa : onde r positiva non può eccedere a , e nega- 
tiva non può ecceder U ; senza ciò j* sarebbe immaginaria . 
Prendo DD per linea dell' ascisse , AD=a per la direzione 
delle positive , AB=ò per quella delle negative , il punto A 
per la loro origine , EF per l’asse dell' ordinate , e ho i.° 
J =0 quando ,r=o , onde la curva passa per il punto A j 
2. 0 ad ogni valor di x ne trovo due per jr , onde vi sono or- 
dinate positive e negative : 5 .° i due valori PIVI , PIVI' di y 
ccescon sempre finché presa x=a, divengono infiniti, poiché 

allora j'= ±x-^^— r =s 00 ; cioè bisogna prolungare all’ infi- 
nito ITG perchè incontri i due rami della curva; 4. 0 *« x è 
negativa , y ha due valori finché x<6, e la curva ha due ra- 
mi anche in senso negativo; 5 .° x=b dà,/=o; onde la cur- 
va passa per B, ma non può scender più basso; 6 0 se ^=0, 

si ha .r a l - — ~ ) =0 , onde x* (ù — x ) =0 , che dà x=o, 

x—o , .r=b , e però la curva passerà una volta per il punto 
B , e due volte per A ove formerà un nodo ( quando due , 
tre o più rami della curva passano per lo stesso punto, que- 
sto si chiama fumo doppio , triplo , multiplo , e I’ Algebra 
insegna a disccrner questi punti e a conoscerne la moltiplici- 
tà ) ; 7. 0 se b—o , il nodo svanisce , e 1’ equazione diviene 




che appartiene a una curva detta cissoide. 


y 56 . Oltre i punti multipli vi sono ancora dei punti d’ in- 
flessione : in quei di flesso contrario la curva dopo essere 


i 5 o 


r 


\ 
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stata convicssu in un senso, comincia ad esserlo nc;! senso op- 
•5o posto poni? MAM' : ma in quelli di regresso un iramodella 
curva tocca .1’ alj.ro e torna indietro , come ni A m’ : in ambe- 
due la tangente è anche secante nel punto A d’ inflessione , e 
la curva è parte di qua e parte di là dalla tangente. 

757 . Se 1’ equazione delle coordinate é del primo grado , 
ella appartiene sempre, come vedremo, ad una linea retta, e 
però le rette si chiamali linee del primo genere o del primo 
ordine : se è del secondo grado , del terzo ec. , le linee si 
chiaman del secondo , del terzo genere ec. ; e le linee del 
secondo si chiamano anche curve del primo genere, quelle 
del terzo curve del secondo oc. Vi son quattro linee del se- 
cond’ ordine , settantadue del terzo j quelle del quarto sono 
in più gran numero ec. 

738. In questa division di linee in varj ordini , si compren- 
dono le sole cur ve geometriche , cioè quelle che hanno delle 
rette per ascisse e per ordinate , la cui ragione può determi- 
narsi geometricamente . Una curva che avesse per coordinate 
delle quantità trascendenti ( 10 ) , non sarebbe geometrica, ma 
meccanica o trascendente . Le geometriche si chiamano anche 
curve algebriche . 

73c). Ora il principale oggetto cieli’ Analisi nell’e- 
same d’ una curva è i.° di trovarne l’equazione 
quando la curva è data , o di descriverla quando 
se ne ha l’equazione: 2. 0 di determinarne la tan- 
gente: 5.° di conoscerne la curvatura in un punto 
dato: 4° d* cercarne le massime o minime ordinate; 
5.° di trovarne la quadratura o esatta, se è possibile, 
o approssimata ; 6.° di trovarne la rettificazione, cioè 
determinar la lunghezza d’ una retta eguale ad un 

suo arco qualunque ec. 

\ 

Origine ed Equazione delle Sezioni Coniche 

74°* Tagliato un cono BGD con un piano AMP, 
1 si cerca l’equazion della curva MAm che nasce da 


Digitized by Google 


9 

questa Sezione. Se per il vertice B si fa passare un 
piano BCD perpendicolare alla base CD e al piano 
segante AMP, l’intersezione di questi due piani sarà 
una retta A a (58r); inoltre tagliando il cono paral- 
lelamente alla base con un piano FMG si ha un cir- 
colo (5cj5) il cui piano sarà, come La base, perpendi- 
colare al triangolo BCD, e la cui intersezione PM col 
piano AMP sarà normale al piano triangolare BCD 
(593) , e perciò alle due rette A a, FG (582) ; onde 
PM è un’ ordinata comune al circolo e alla sezione 
MA m . Sia dunque AP=.r, PM=j, AB=t‘, l’angolo 
ABa^=B, l’angolo BAa=A : il circolo dà j- 2 =?FPxPG 
(535), e per trovare FP e PG , conduco AE paral- 
lela a CD, e PK parallela a BD, F una e l’altra nel 
piano BCD: dunque (663) sen AEB:AB ::senB: AE= 

. Inoltre senAK¥(==senT)'): senAVK(j=senAaE= 

seni) 

sen( A-+-B) (483) ) : : x : ÀK = — dunque 


PG = KE = AE — AK — 


esenti — x f<?/j(A-+B) 
sen\) 


Infine 

•V 


sen AFP (=m/iBFG (645.5.°) : x : : senA: FP=^^ ; 


onde y' 1 - 


senA 


senG seni) 


(cxsenB — cesseti (A-+-B) ), equa- 


i5i 


zione cercata, dalla quale intanto si apprende che in 
generale ad ogni ascissa x corrispondono sempre due 
ordinate y eguali ed opposte ( 109): onde l’asse divide 
in mezzo la sezione, la quale deve aver per lo meno 
due rami (73 1 ) . 

74>. Sia frattanto A-4-B< 180°; allora l’angolo CAP 
sarà maggiore dell’angolo B (4 2 9)» e piano segante 
AMP convergendo sul lato BD lo incontra in a 
(470), onde la Sezione è rientrante o chiusa . Ciò- è 
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reso pur manifesto dall' equazione ; poiché fatto y— à 

c se tifi • 

si ha (ao 8 ) x=o, x= — — sr.cioè si trova chela 

curva taglia l’asse in due punti ( 7 ^ 5 ); e siccome il 

triangolo AB a dà - = A a , i due punti son 

n fc«(A-t-B) 1 

dunque l’uno all'origine A ove x=o (^ 3 1), l’altro 

in a al termine dell’asse Aa . Inoltre posto Aa—ia 

1 J equazione si converte assai facilmente in J 1 — 

sen Ascili A-fRl , \ & i .t. . 

(iax — x a ), la quale da r immaginano 

senCsenU K 1 / o 


nei casi di x negativa, o di x~>ia. E’ dunque chiaro 
che la curva è tutta compresa fra i punti A ed a . 
A questa curva si dà il nome di ellisse : l’intero 
asse Aa delle ascisse si denomina asse primo, mag- 
giore o trasverso , come per analogia si chiama asse 
secondo , minore o conjttgaio lo doppia ordinala 
corrispondente ad x—a, o alzata sul centro C dell» 
curva, ossia sulla metà dell’asse trasverso. Si rappre- 
senti con b quest’ordinata: avremo dall’equazione, 


postovi x—a, 


senA scn (A-+-B) 
SenCsenD 


d’ onde 


sen A s en ( A -+B ) /> a . , . . , ... 

; = — valore che introdotto nell equazio- 

senLincnU a* 1 

l/ì 

ne la riduce alla forma semplicissimo^^— (a ax — x a ). 

742. Secondariamente sia A-+B=:i 8 o 0 ; allora l’an- 
golo CAP è eguale all’angolo B (429), e il pia- 
no AMP è parallelo al lato BD (469); onde la sezione, 
che in tal caso si chiama parabola , non terminerà 
che alla base del cono, l’altezza del quale non es- 
sendo determinala da alcun limite, e polendo sup- 
porsi infinita, anche i due rami della curva potranno 
divenire inGniti. Or poiché A-*-B=i 8 o° dà sen( A-+ 
B)=o, l’equazione alla nuova curva sarà 7*** ...... 
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srnA jercB 
seni] se/iL) 


ex, ovvero y*=px , posto p in luogo del 


coefficiente 


seri A sen B 


c, che si suppone tutto noto e 

5<viCse«L> 1 r 

costante.A questa costante p si dà il nome di parametro 
della curva; e come è chiaro deve equivaler sempre 
alla terza proporzionale dopo un’ ascissa qualunque 
e la corrispondente ordinata ; onde è sempre facile 
a ritrovarsi quando la curva sia data . 

743. Finalmente sia nell’ equazion generale Ah- 
B>i8o°, allora l’angolo CAP sarà minore dell’an- 
golo B ( 4 ^ 9 ) , il piano AMP divergerà dal Iato BD 
(470), nè lo incontrerà se non si supponga prolungato 
olire il vertice B, figurandoci cioè che le apoteme 
del cono dato, dopo essersi tagliate in B, proseguano 
ad estendersi anche al di sopra, e formino il nuovo 
cono dBc , eguale ed opposto al primo. In tal caso 
il piano segante che taglia il cono inferiore , steso 
ai di sopra taglierà egualmente il superiore , ed a- 
vremo due sezioni staccate 1’ una dall’altra di tutto 
Pintervallo ha. Ora dal triangolo ABa abbiamo c : 
ha : : senhaB : senhBa •, e poiché conservando ad 
A., B gli stessi significati che sopra (740) , si trova 
senhBa— sen{ 180 — B)=senB , 5 enAaB=:jen(B — <iAB) 
( 483 )=. ?e«( B— (180— A) )=fe/i(B-t-À— 180) = (642) 
— sen(i8o° — A — B)=( 644 ) — -yen(A-fB), dunque fatto 
come nell’ ellisse ha — ia, avremo dalla proporzione 
csen B 

precedente 


mazione r = 


«55 


= — ia valore che introdotto 


sen (A-:-B) 

nell’ equazion generale, darà per una prima trasfor- 

fe/iAren(A-4-B) , . 

(iax- fa? 2 ), ovvero (645. 


f senCsenD 

... . senAsenl 56o° — A — B) . , 

V )>- - t.wC tgHD — (“*-+*■)! »« de. 
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notarsi che essendo Ah-B> i8o°, ^e«( 36 o 0 -— A — B) sarà 
sempre positivo (644). e quindi lo sarà in ogni caso 
il coefficiente costante del secondo membro . E poi- 
ché è desso composto di quantità tutte note , se per 
maggior semplicità , e come si praticò nell’ ellisse 

(74*), si rappresenti con —, l’equazione si trasforme- 


l,i 

rà allora nell’altra y f =~ ( zax-ì- x^') , la quale assai 

ben manifesta i quattro rami della curva, e il voto 
che resta dall’ una all’altra sezione, cioè per tutto il 


tratto A a. Infatti y è reale finché x è positiva, di- 
vien di nuovo reale con x negativa, purché >2 a , 
e solo è immaginaria quando si abbia x negativa e 
■eia, cioè fra i due vertici A, a. E qui pure come 
nell’ ellisse si chiama primo , maggiore o trasverso 
l’asse "ia ; e secondo , minore o coniugato l'asse 
costituito da una doppia normale B h elevata sul cen- 
tro G della curva, ossia sulla metà dell’asse A a, ed 
eguale in lunghezza a ib , 

744- Le due equazioni dell’ellisse e dell' iperbola 


posson riunirsi nell'unica t' 2 -— (aax +: a? 2 ). Si faccia 

— — p : avremo allora y 1 =px^— equazione la qua- 
le non differisce da quella della parabola che per 
l’aggiunta del termine +■-— . E poiché questo ter- 


mine tanto più diminuisce quanto è più piccolo x, 
e più grande 2 a ( 43 ), perciò gli archi ellittici ed 
iperbolici tanto meno differiranno dai parabolici , 
quanto saran più prossimi al vertice ed avranno 
un più grandi asse trasverso . 

74». La costante p introdotta nella comune equa- 
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zione dell’ ellisse e dell’ iperbola conserva anehe in 
essa, come in quella della parabola, il nome di pa- 
rametro (jfo) ,se non che in queste due curve è terza 
proporzionale dopo i due assi . Ora una delle più 
importanti ricerche dell’attuale teoria è di trovare il 
valor dell’ascisse, o il luogo dell’asse a cui corrisponde 
un’ordinata eguale alla metà del parametro . Quanto 
alla parabola fatto si ha immediatamente px= 

ed x=%p . Quanto poi alle . altre due curve si avrà 

pxm =\p *3 ovvero * + *- = \P= (744) d’on- 

de per il segno superiore, o per l’ellisse, otterremo 
x=a±\/(d i — ù a ) , e per il segno inferiore, o per l’i- 
perbola, x = — a ± > /(a a H-Z> 5 ) . 

y 46 . Nella parabola il punto cercato è dunque ad 
una distanza dal vertice eguale alla quarta parte del 
parametro. L’ellisse ne ha due che si troveranno * ^ 
facendo scendere sull’ asse trasverso dalla sommità B 
del conjugato due ipotenuse BF, eguali alla metà 
dello stesso asse trasverso. Infatti questa costruzione 
darà FC — 6 a ) , onde AF = a — 

£ 2 ), A /= a -+■ y/ ( d 1 — è 1 )* E due parimente ne ha 
l’ iperbola, che si troveranno riunendo con Fipote- ,55 
nusa BA la sommità B dell’ asse conjugato con il 
vertice A della sezione, e quindi prendendo sull’asse • 
trasverso al di qua e al di là del centro C le por- 
zioni CF , C f ambedue eguali a BA . Infatti poiché 
BA=v / (a 2 -r/6 J ), sarà AF=CF — CA=v'(« a -+^ < )— et, ed 
A/=C/-+CA=*= — — a. Questi punti F ,f si 
chiamano fuochi ; il loro semi-intervallo CF si. chia- 
ma eccentricità , che rappresenteremo con e , ed a- 
vremo CF=e— ’did 1 + U 1 ') . 

747 - Intanto si noterà che moltiplicando tra loro i due 
trovati valori di x nell’ellisse e nell’ iperbola , si ottie- 
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ne (a— V(a a — 6 a )) (a-+V(« a — £*) )=r(v’(a a -+ ò a )-+-a)x 
(V( a a -+-^ a ) — a)=b' 1 , cioè *7 semiasse minore è medio 
proporzionale tra le distanze dell’un de’ due fuochi ai 
due vertici . Basii questo piccol saggio d’ analogia tra 
le tre curve : per maggior chiarezza daremo separata- 
mente il seguito delle lor proprietà . 

Parabola 

74$. Poiché nella parabola abbiamo r*=px (742): 
dunque i.° i quadrati dell* ordinate sòn fra loro 
come le loro ascisse . 

749- Condotta dalla curva al fuoco F la retta o 
•36 raggio vettore MF, che chiameremo z, sarà FM^rrz ~ 
A /(MQ a n-FQ a )=(74a.746)V(^x-t-(a?— 

AQ-+AF: prolungata dunque LA, se si prenda AG = 
AF =%p,e per G si conduca l'indefinita o direttrice 
kGe parallela all'ordinata MQ, sarà la normale MH= 
QG=FM; dunque 1 ° ciascun punto della parabola 
è ad egual distanza dalla direttrice e dal fuoco . 

760. Di qui la maniera di condurre una tangente 
a un punto dato M della parabola . Uniti F ed H , 
e condotta MT normalmente ad FH , se da qualun- 
que punto m di MT diverso da M si conducano in 
oltre le Hrn, Fm e la mh perpendicolare alla diret- 
trice, il triangolo isoscele FMH darà (4%) Fm=mH. 
E siccome il triangolo rettangolo mh\ 1 dà mH>mh 
(53o) , dunque altresì F ni>mh ; onde il punto qua- 
lunque m di MT, comecché più vicino alla direttrice 
che al fuoco non caderà sulla curva , la quale per- 
ciò non avrà comune con MT che il punto M. Dun- 
que MT sarà tangente (461); e poiché le parallele 
FT, MH danno l’angolo FTM=TMH (47 1) =TMF 
(44 9 .a.°) , dunque anche il triangolo FTM è isosce- 
le, e perciò FT=FM; quindi presa FT=FM la retta 
MT condotta per T ed M sarà tangente in M . 
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75 1. Prolungata in L la tangente MT, in O la nor* 
male MQ e condotta MN normale ad MT si avrà 
l’angolo LMO -QMT( 43 i>=TMF( 449 -#. 0 )»e quindi 

am ile OMNr=NMF (4294 °). Dunque tutti i raggi 
lucidi o sonori o calorìfici OV 1 , paralleli all'asse AN 
incontrando la parabola in M sotto l angolo cl inci- 
denza OM N dovran riflettersi per MF sul fuoco F , 
sapendosi dalla Fisica che l’angolo di riflessione è 
eguale a quello dell’ incidenza . 

702. Poiché FT = FM =x- 4 - \p (749)» sarà FT— 
|p=r.r=AT (746); dunque la suttangente PT=a xè 

doppia dell ascissa . La tangente M i’ = V ( psc -+ 

pvr j px 

' a sunnonnale PN =• -p-p = — —-p, 

onde nella parabola la junnormale è costante ed e - 
gangli a la metà del parametro. Infine la normale 
MN=/I= ‘d(px- j r\p 1 )~*fpz . 

r 5 i. Se dal punto ;M, ove la normale incontra I asse , ai 
conducano ai raggi vettori FV 1 , OM le perpendicolari NB, 
NB', i triangoli NBM , NB'Vl eguali ( 'jbo ) dai anno BM= 
MB' = PN= ì p : e se dui punto F si conduca sulla tangente 
TM la perpendicolare ìfC—(f , saia M l ! TC : • MN : FC , 
e poiché TC= | MT ( 4 ^ 9 * *-°). sa,à FC = 9 = £ «= pz , e 

perciò 2<jn=u 2 =pz, ed «= — espressione notabile della 

normale . 

764. Il triangolo FMP dà FM : FP ; : 1 : corMFP . Fatto 
dunque MFT = j 3 , perciò MFP= 180 0 - | 3 , e sostituiti i valori 
di FM=,r-r i p , di FP=x— | p e di cos ( i 3 o — /3 ) =(644) 
— corj3, avremo p : x-j-p : : 1 : —coif 3; ossia X-+ £p: 

P P 

lp : * : i-+cosQ , d’onde x- 4 - f p=z=— — = 

a ^ - ♦ a(i-fcor/ 3 ) 4 oo ^/3 

( b‘ 48 . 56 a ), espressione del raggio vettore chiamata angolare , 
o polare , di cui si fa molto uso nell’ Astronomia . Intanto 
ne dedurremo che , se collo stesso asse e fuoco si descriva 
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un’ altra parabola A'M' del parametro p', sarà FM : FM' : : 
P : p' : : FA : FA' . 

755 . La parallela MO all’asse si chiama diametro , il punto 
M ne è 1 ’ origine ; le sue ordinate son le rette NP parallele 
alla tangente in M , e le ascisse di queste ordinate son le 
rette MP. Per trovar l’equazione alle coordinate del diametro 
MO , chiamate MP (x) , PN ( y ), AQ=AT=a (7 52) , avre- 
mo MQ=y / ap, e fatto p-v^a—p' sarà MT=l’l\=, v /a//( 752 ) . 
Condotta ora NL normale all’ asse , i triangoli simili NRL , 

MTQ daranno ^ ap' \y-\-*Jap' : : ^ ap : -+y/ap:: 

P' 

za : RL=y,^/ _ -f-2 a . Ora AP*=I\T — AT =x — a } dunque 

P' 

AL = x , e per la proprietà della parabola, 

P 

NL a =/»xAL, cioè ( fjap-+jr^/ (L )' ì =-ap-+px-JrzpyJ— ; e ri* 

1 >' ’ P 

ducendo , yy=zp'x, equazione simile alla trovata per l'asse^ 
perciò qualunque diametro MO divide in mezzo l’ ordinate 
Nn , e il suo parametro p'=p-)- 4 a è quadruplo della distanza 
dell’ origine M dal fuoco F (7 49) • 

756 . Oltre I‘ equazione tra le coordinate , hanno i diametri 
molte altre proprietà comuni coll’ asse . Si faccia in primo 
luogo passare per il fuoco F la doppia ordinata N«. Avremo 

l’ascissa ML=FT (473) ^=a->r $p (752) = ( 755 ), distante 

. , 4 

cioè di una quarta parte del parametro p‘ dal vertice del dia- 

n >2 p' A 

metro. Inoltre sarà LN = p'x — ^ - — — , cioè la doppia 

. .. ; .4 _ 2 

ordinata che passa per il fuoco eguaglia il parametro : due 
proposizioni che si son trovate verificarsi anche rapporto 
all’ asse (74S) • - 

757. Abbiasi la secante Nlm^e dai punti N, I ove essa ta- 

glia la curva si conducano le ordinate ]\’E==7 - , SI=\y' . Poste 
x , ar r lè corrispondenti ascisse ed M m—b t i triangoli Smi , 
NwE simili , daranno tri S : mE : : SI : NE, ovvero b- t-a; : ò-t- 
x' : : y \y' v\ *Jp’x : rjp’x 1 . Quadrando e riducendo si tro- 
verà ( ) x'^iù^-hx 1 '’ ).r, d’onde A 1 (a/— x)=xx'(x ' — x) , 
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e quindi b' 1 =xx': cioè la parte esteriore del diametro, compre- 
sa fra l'origine eia secante, é media proporzionale fra le due l>0 9 
ascisse . 

q 58 . Or supponiamo che i punti N , I si avvicinino fra 
loro lino a coincidere in un sol punto M. La secante si cangcrà t /jo 
allora in tangente, e le due ascisse x, x' diverranno ciascuna e- 
guali ad AR . Avremo in tal caso b 2 —mX 2 = AR x AR = AR' 4 , 
e quindi mA= All . Dunque mR=w/A-)-AR=2AR .• cioè la 
s uttangente è doppia deli ascissa , come per l’asse ('/ 52 ) . 

y 5 g. Ciò dà la maniera di condurre una tangente mM da 
un punto dato m fuori della curva . Fatto passar per m il 
diametro mE e presa AR=wA, si applichi in U 1 ' ordinata 
RIVI parallelamente ad AG tangente in A (7^5) . Uniti ni, M 
è chiaro per le cose dette che r«M sarà tangente . 

Può peraltro a questa stessa ricerca soddisfarsi ancor 
più semplicemente nella guisa che segue . Unito rn con 1 
F , si conduca da m sulla direttrice he l’ obliqua mH—niF , 
c si cali da li normalmente ad Ite la retta IIM, protraendola 
lino all incontro in M colla curva . Sarà M il punto di con- 
tatto , e la retta MT condotta da M per m sarà la tangente. 
Infatti poiché per costruzione si ha lini -mF, e di più (749) 

HM — MF , dunque MT é normale ad I 1 F ( 44 ‘- l -°) » divi- 
de quindi in mezzo l’angolo HMF( 449 - i.°), e dà TMII=TMF-' 
in conseguenza è tangente (75o) . 

760. Ma come son sempre due le taugenti che da uno stesso 
punto m scendono sulla curva, é dunque chiaro che sì 1’ una 
che l’altra costruzione debbono poter raddoppiarsi . Ed infatti 
quanto alla seconda, siccome son due le oblique eguali mH che 
da m posson condursi sulla direttrice ( 4 ?, 5 . io. 0 ) , così avremo 
due differenti angoli Fruii, ciascun dei quali diviso in mezzo darà 
una distinta tangente . E quanto alla prima costruzione è ma- 
nifesto che prolungata in M' l’ordinata MR,sarà ruM' tangente, ( , 
per la ragione stessa per cui é tangente n»M. Di qui frattanto 
s’inferirà che due tangenti, le quali partono dagli estremi di una 
doppia ordinata , debbono incontrarsi in qualche punto del 
diametro prolungato . 

761. Abbiansi adesso due diametri IL, AE,per le cui 
origini A, I passi la secante PAj.e da un punto qualunque 
O di questa , preso sulla parte esteriore alla curva , sia 

Marie 1\ IL a 
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condotta OM' parallelamente ad IS ordinata sul diametro 
AE. Avremo i.°IS ÒR::AS: AR :: IS 2 .MR 2 ( 7 55) d’onde MR 2 — 
OR x IS=OR x FR v cioè le parti OR, MR, FR saranno conti- 
nuamente proporzionali. 2. 0 La retta IVI M' divisa in mezzo 
in R e comunque in F darà (5 7 4. V ,D ) FM' xFMh-FR 2 =MR 2 = 
ORyFR=OFxFR-^FR 2 (5 7 /,.I.°): onde FM' xFM=OF xFR . 
3.° Quindi se da qualunque altro punto P di PA si conduca PN' 
parallela ad OM' sarà pure LN'x LN=PLxLE , onde si avrà 
FM'yFM : LN'xLN :: OFxFR :: PL x LE : : OF : PL (4 7 3):: 
IF : IL (525) : perciò qualunque siasi l'angolo sotto cui un si- 
stema di due o più corde parallele è taglialo da un dato dia- 
metro, i rettangoli delle parti in cui respcltivamente restati di- 
vise le corde, staranno Jra loro come le ascisse corrispondenti . 
Questo Teorema include quello che è espresso dall’equazioni 
agli assi ed ai diametri, ed è molto più generale . 

762 . Sciogliamo adesso alcuni problemi dipendenti dagli es- 
posti principi . 

I. Dato 1’ asse AL e il parametro p , trovare un dia- 
metro RIO che faccia colle sue ordinate un angolo dato 
MPi( = a . 11 problema si riduce a trovare il punto Q ove l’or- 
dinata normale MQ incontra l’asse. Sia h(^—x ; il triangolo 

MQT dà tang a— ( 676 ) , x = - cot 2 a ( 63 7 . 5. a ) e 

2 X 4 

~ (638.7.") . 

* sen*a 

II. Dato il parametro p' e 1’ origine RI del diametro 
MO, con l’angolo a delle coordinate , trovar 1’ asse AL, il 
vertice della curva A , ed il suo parametro p. Serbando le de- 
nominazioni del problema precedente , abbiamo MQ=^/pa; , 

p' 

p m nzp-\-i^x , onde p—p'sen^a , x—~ cos^a (656. r. a ) , 
sen^a 4 

n‘ p 1 

MQ= ± _ sena cos a — ± — seti 2 a (645.4z- a ). 

2 4 

III. Data la parabola VNE/n» trovarne l’asse, il parametro 
e il fuoco. Condotte comunque e divise in mezzo in L,I le due 
corde parallele N/i, \v si faccia passare per L, I la retta MB, 
ehe sarà un diametro della curva ( 7 55). Sopra MB si conduca 
da n la corda normale 011 , che sarà parimerite normale all’asse 
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cercato, comecché parallelo ad MB (755); onde divisa on in 
mezzo con la retta SQ , questa retta sarà l’asse della data 
parabola (740). Condotta quindi la corda SN, l’ordinata NR,ed 
NQ normale ad SN, avremo (629.2.°) SR : NR :: NR:RQ,onde 
RQ sarà 11 parametro (742). Infine preso SF= | RQ , sarà in 
F il fuoco (746). 

Ellisse 

j63. L’equazione all’ellisse essendo y 2 — — (gxax — 

xx) (740» s ‘ avra 1,0 y 2 "' aaJC — x 2 : : b % \a 2 , cioè 
PM a : APxPa : : GB a : CA a ;• onde il quadrato dell ’ 
ordinata sta al prodotto delVascisse^come il quadrato • 
dell asse minore al quadrato del maggiore . a.° Per 

bì 

due nuove coordinale r',x' si avrà r n = — ( iax ' — 

.r’ 2 ), ed y*:y a : .• x(ì a — x ); x{gia — x'), cioè i qua- 
drati di due ordinate stanno come i rettangoli del- 
le ascisse corrispondenti . 3.° Descritto col centro G 
e raggio CA un circolo, sarà PN 2 =APxPrt , ed avre- 
mo PN : PM :: a: b :: CB' : GB : onde l’ordinate del- . 
l’ellisse son proporzionali all’ ordinate del circolo, e 
queste stanno a quelle come l’asse trasverso al con- 
iugato : perciò per descrivere un’ ellisse basta far 
passare una curva per una serie di punti presi sull’or- 
dinale d’un circolo, divise in parti simili. 

7Ò’4- Se nell’equazione si ponga a — ,r=CP in luo- 

go di jc^pAP, essa diverrà J~= — {a 2 — x a ), ove l’a- 

scisse son prese non più da! vertice A, ma dal cen- 
tro C, e la quale ha il vantaggio di valere tanto per le 
ascisse positive quanto per le negative, poiché niente 
cangia permutandovi x in — x . Questa , come più 
semplice^ è più in uso; e da questa , se sopra B b si 

cali l’ordinata MQ=:PCz=:,r , si ha x 2 — ^ (ù 9 — y*). 
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equazione al secondasse, il cui parametro, ferzo prò- 

porzionale dopo ab e aa , sarà p'= — — *Jaap . 

E' chiaro che se a=b , l’equazione all’ellisse diventa 
qitella del circolo (536); onde il circolo è un'ellisse 
equilatera o di assi eguali. 

765 . Prese dunque Fascisse dal centro, e supposto 
un punto M nella parte superiore o positiva della 
curvarsi avrà il raggio vettore FM = z= V ( PM 2 -+- 

PF 2 )=(74 6Mr^(e-^)' 2 ) = v(« 3 - ~ ) = 


a — — risultamento che deve presciegliersi in luo- 

a 

co dell’altro— — a, a cui pure sembrerebbe che 

potesse portare l’estrazione della radice, ma che qui 
non ha luogo , perché essendo e ed • x ambedue mi- 

. e x 

novi di zi, si ha exca* , e m conseguenza — <a, 

onde — — a darebbe per EM un valor negativo , 

contro l’ipotesi. Nel modo stesso si avrà JM=z = 

V( PM*-+P/ a ) =J (j 2 -+ (e-t-*) 3 ) = V (; a H- aex-b 

— ) =«H- — . Dunque /M-+ FM ~aa , cioè la 

somma dei due raggi vettori , o della distanza di 
un punto qualunque dell ’ ellisse ai due fuochi , e~ 
guaglia V asse trasverso ■ 

766. Se sia l'angolo P/M=fi, sarà J P(=e- 4 -x)=/M.coq 3 , e 

ex o ? — e 1 

perciò x=fM.cosfi-e, eàj M(=«h- -)= a _ ecos £ “ ' r 

i an a 3 — e 2 - ap 

_jé ; come pure FM = — — — * P osto 

a — e co s fi a — ecos^j a — ecosfi 

pfm==/3;. 
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767. Debbasi ora condurre ad un dato punto M 
della curva una tangente . Prolungato in L il raggio 
vettore f M in modo che sia ML= FM, unisco FL, 
e conduco da M sopra FL la perpendicolare MT , 
che dividerà in mezzo FL e l’angolo FML (449- i*°)- 
Quindi preso sopra MT un punto qualunque m di- 
verso da Mj conduco le rette fm, Fnij mL . Sarà mF= 
mL (4%) > e perciò mF-t- mf=r m L -+- ni f : ma mL-+ 
m/>-/L(422) e per costruzione J 'L==/’M-t-ML=^/M-+- 
FM=2a (766); dunque mLr-¥mf>ia , onde il pun- 
to qualunque m non raderà sulla curva, la quale nyn 
avrà comune con MT che il punto M. Dunque MT 
sarà tangente ; perciò la retta MTj che divide in 
mezzo l’angolo fatto esteriormente all’ ellisse dall un 
raggio vettore col prolungamento dell’altro, é tan- 
gente. 

768. Poiché FML è diviso in mezzo da MT, avre- 
mo FMT=TML=/’MQ(43i.i.°).Dunque sedaM si alzi 
sulla tangente la normale MN , sarà yMN=sNMF 
(429.2.°) e quindi i.° tutti i raggi luminosi, sonori e 
calorifici che partono da uno dei fuochi percuotendo 
la curva, si rijlctton sull’altro. 2." Il triangolo f 'MF 
darà (528)/ M : FM : : f N : NF, ovvero jfM-+FM(2fl): 

FM(a-~) " /N^-FN ( 2 e) : FN=<? — ~ = e — x h- 

~T e< ^ f N=2e — FN =e -4 7- =en-x — ; dun- 

fluo poiché J P=XH-C ed FP=x — e, si avrà i.° la 
sunnormale PN=FN-4-FP= ~~= - : 2.°la norma- 

a* ’ia 

le MN=h = ^ (ahy*-*clAx* )= ( a' — e 2 x !i )= 

b * pjvi2 

- V ( — z 1 ) ( 765 ) : 3.° la suttangente PT=— n-= 
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*4 1 = — — ; A.* la tangente TM— ^- \/ ( «i r s -+ 

X t) x X * & ÒV v ^ 

ilx 2 ) =3 ~^/(a’ 1 — .r 2 )^ — e a .r 2 ). Inoltre TC=TP-t- 

PC= — , d’onde si ha un altro modo di determi - 

x 

a i 

nate il punto T della tangente inM; Tf=st- -**e = 


<1(2*7— z) 
x x 


(765); TN=TP— t-PN= 


< 7 2 n 2 

è 2 ! 7 ’ 


TF = 


« 2 az o 2 , . 

- — e= — ; AT = fl ;e nel vertice A la tangente 

xx'x 


av = E^^L = jt. =* 

PT < 1 - 4 - X V a-\-x 


769,. Se debba condursi la tangente da un punto m dato 
fuori della curva , si unisca m con F, e quindi si facciano 
intersecare in L due archi 1 ’ uno descritto col centro in m e 
raggio ?»L— r?jF, 1 ’ altro col centro in f e raggio fL— • 
In seguito si conduca fL ,j il punto M ove f L taglia la curva 
sarà il punto di contatto , c la retta mT fatta passare per M 
sarà la tangente cercata . Infatti poiché mL=»iF ed ML= 
fL.— /M=FIV 1 (766) , MT è dunque normale sulla 
metà di FL (441. i-°), divide in mezzo l’angolo'FML ( 449 )» 
ed è per conseguenza tangente 767) . E 1 poi manifesto che 
come l’intersecazione dei raggi m L, f L può aver luogo in 
due punti, l’uno al di sopra, 1’ altro al di sotto di ni , cosi 
la costruzione potrà raddoppiarsi, e darà due tangenti condot- 
te dallo stesso punto m alla curva . 

770. Che se dai fuochi f, F e dal punto N ove la normale 
incontra l'asse , si conducano suHa tangente e sui raggi vettori 
le perpendicolari y"Q ed Fft, IS'B ed NB', come pure per il cen- 


tro C la DCD’ parallela alla tangente , sarà i.° TN ( — — ) : 

NM(n): }TF ( - ) : FR=n=— : ; T/ ( — ) : / Q = 

x an x * 
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11 1 ( 7 68) { d’ onde si ha FRx/Q=fc 2 , e la nuuvi 
an 2 

espressimi della normale n= eguale a quella già 

ac/ a<7 

eoe 

trovata per la parabola ( 7 52 ) , 2° M f ( a -+ — ) • f P 

(e-Kr): : /N (e-t-ff ) : / B' onde /M-/B"= MB'= 

^ = — =MB, atteso l’angolo /'MN=NMF : 5 .° T£. 
a a 2 

( : /M (a-4--) : : Cf{e) :fD=- ,c però DM=M/~] 
x a a 

yD=a=D'M, attesi i triangoli TFM, CFD'. 4 -° Infine condotta 
da C la normale CO sulla tangente QT, si avrà CO : NM(n) :: 

CT(— ):TN (^ ), d’onde C 0 xNM=i 2 . 

x b'*x 

771. Se dal punto M si conducano all’asse conjugato la tan- 
gente Mt e la normale MO prolungata in..», i triangoli simili 

Ifix t 

MPO, MQ», MQt eia sunnormale PO (= — ) daranno per il 

aecond’ asse , sostituesdo il valor di x 3 (764) , t.° la sunnor- 
male Qn = = 77 = ~ (745 ) i 2. 0 la normale M/i= 

PO b* ib 

9 ^ 1 ?? 9 , =— nj (M— t-c 3 ^ 3 ) ; 3 .° la stittangcntc Q<= 9 — == 
PO b** ' 

-- — ; onde Cf =CQ-f-Qf= — e perciò CQ : CB : : CB : Cf , 

y T 

come nell’ asse trasverso . 

771. Una retta nCN che passando per il centro C termina ai 
due punti opposti della curva , dicesi diametro', e condotta 
DCd parallela alla tangente in N , i diametri DCc/ , «CN chia- 
n'.ansi conjugati ; le rette MP parallele alla tangente son l’or- 
dinate del diametro CN , le parti CP ne son l’ ascisse : il pa- 
rametro di un diametro qualunque è una terza-proporzionale a 
questo c al suo conjugato . 


iyj 5 . Condotte dall' estremità D , N l'ordinate DI, NQ all’as- 
se maggiore A a, sia QN = y, CQ=x, ID=u, IC = z = — v/(6 2 - 
u 1 ) (764); i triangoli simili DIC, NQT danno NQ 2 : Q T 2 :: 

Ai / 

DI 2 : IC 2 , ovvero — (a 2 — x 2 ) : - — : : u 2 : a 2 — — —onde 

a 2 x 2 6 2 


ù =-- ; cosi si troverebbe y= — , onde - = - ezu—xjr , cioè 

a J a x z 

i triangoli DIC , CNQ sono eguali in superficie. Dunque i.° 

è 2 x 2 a 2 r 2 A 

n 2 — —b 1 —y ' 1 (764) ed u 2 -t-y 2 =& 2 j 2. 0 z 2 = — :_ = a 2 -x 2 

n 2 b 1 

ez 2 -t-x 2 =a 2 i 3 .° u 2 -+ z 2 -i-,y 2 -4-x 2 ( = DC 2 -t-CN 2 ) = o 2 -t-è 2 ; 
cioè nell’ellisse la somma dei quadrati di due diametri corru- 
gati é sempre eguale alla somma dei quadrati de’ due assi ; 
4. 0 condotta ND , sarà la superficie del triangolo NCD = 

(u— (zH-x) zu xy ux-hjz bx 3 ab _ 

2 22 2 2« 26 2 

que il parallelogrammo CDEN«=a6, c poiché, come vedremo 
(775. 2. 0 ), CD=Crf, e CN=Cn, dunque l’ intero parallelogram- 
mo FtHG— .406=20 X 26, e però tutti i parallelogrammi cir- 
coscritti all’ ellisse sono eguali tra loro e al rettangolo de' 
due assi . 


774. Sia ora il semidiametro CN=rw, CD=n, l'angolo CPiVI= 
DC n—p , sarà i.° m 3 H-n 2 =o 2 -t-Z < 2 ; 2. 0 ab^=mn senp che è 
l’espressione della superficie del parallelogrammo CDNE (570). 
Ora queste due equazioni danno subito i diametri conjugati ed 
eguali dell’ ellisse, poiché allora aw 2 =a 2 -t-6 2 , ovvero m= zt 


V o 2 -j-6 2 2 ab ... . 

, e senp~ ; onde poiché queste quantità son 

2 a?-+b 1 

sempre reali , ogni ellisse ha due diametri conjugati eguali. La 
lor posizione dipende dal valor di x , ma x 2 H- y* = b 1 -f 

n 2 — b 1 , a 2 -+-6 2 a , 

x 2 (7b4)=m a = ; dunque x= — , valore 

o 2 2 V* 



dente da b, onde l’ordinata NQ prolungata , determinerà i dia- 
metri conjugati eguali in tutte le ellissi, che avranno comune 
1 ’ asse A a . 
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775. Cerchiamo ora 1 * equazione alle coordinate CP, PM , e 

sia CP~r, PM=jr, CQ = /,<QN=r, NT= ? , c TQ= °—Z!- . . 

(768)=$ . Condotte PK , MO perpendicolari all’asse, e PL per- 
pendicolare ad MO, i triangoli simili NQT, MLP danno ML= 

r Z. , PL= jÙI , e gli altri due CPK, CNQ danno PK = — 

7 V m ' 

CK= — , onde CO= — — — ed MO = r ~ H- — / ma per la 
m m (] q m 

a 2 

proprietà dell' ellisse, — . MO^a 1 - CO 3 ; dunque sostituendo, 


0 riflettendo che ° — =a 3 ~< a (764) =ts,, si avrà (r-t-r)x 
b a 


rii - 1 


V V _ 


) = a a ; ma s-rt= — ( 768 ) , onde (r-W) — ■ ■= 


— , ed (r- 4-0 - 


m 


°-L= , perché DIC=CQN (773) dà 

7 a f nì 


CQN : NQT : : t : s ( 5 7 5 ) : : D 1 C : NQT sin*: q 2 ( 5 7 8 ); dun- 


aV 


que — (- — 1— =a a , ovvero y 2 = . — (ni a — x 2 } , equazione 

ri 1 ni 1 m 2 

simile a quella degli assi . Dal che segue i.° che i quadrati 
y 2 , jr ’ 2 di due ordinate y , y' stanno come i rettangoli (m-+- 
a ) (m—x), (m-hx') ( m — a'), ossia m a — a a , ni 2 — x ' 2 delle ascis- 
se corrispondenti; a. 0 che ogni diametro NCu divide in mezzo 
l" ordinate MPra, e perciò l'ellisse intera. - 3 .° che ogni diame- 
tro Nn è diviso in mezzo nel centro C, perchè ne’ punti N , « 
si hay=o, ed a a =m a , onde a — dtm . 


776. La perfetta analogia fra 1 ’ equazioni agli assi c ai dia- 
metri dà luogo per questi a molte proprietà , che abbiamo 
già veduto spettare a quelli . Sia Tft una secante qualunque, 
che tagli la curva nei punti Q,R, e incontri in T il diametro 
prolungato d D . Condotte su questo le ordinate QS , RH , e 
chiamato m il semidiametro CD , x{dx" le ascisse CS , CH 
( preso per la secunda il segno inferiore quando C cada fra 
S ed H ) e fatta CT=r , i triangoli simili TQS , TRI! da- 
ranno TS a ( r—x'Y : TH* ( r:p.r") 3 : : SQ' J ; RH 2 : : m 2 —x n : 
ni J ‘—x l '' 2 ( 77 5 ) -, d'onde operando al solito e riducendo, si avrà 


(r*-t-rw 2 ) (x';fcx"):p xrtr'x" =wm* . Si supponga adesso che 
la secante TR si converta nella tangente TM, nel qual caso 
le due ascisse CH,CS si riuniscono nell’unica CP; fatta CP=x 
1’ equazione darà (r 3 -+m 3 ).v — rx 3 —rm 3 , dalla quale risoluta si 

7?ì^ 

ha r= . — ± ; onde escluso il segno superiore 

xx a e 


da cui si avrebbe r= - assurdo , avremo dall’ inferiore r— 


CT= — , cioè CT terza proporzionale dopo l'ascissa x c 

x 

il semidiametro m. Si ha pure la suttangcnte PT — CT — x= 


rn 


-,e!a tangente al verticeDN= 


DTxPM 

x ” PT 

il tutto precisamente come per P asse (768) . 


v- 


x 


777. L’equazione CT= dà una seconda maniera di 

x 

condurre dal punto esterno e qualunque T , le due tangenti 
alla curva ; a ciò bastando far discender da T un diametro 
D d, e prender l’ascissa CP = x terza proporzionale dopo CT 
e CD ; quindi condotta per P la doppia ordinata MM', saran- 
no TM , TM’ le due tangenti , avendo in tal caso si 1 ’ una 
che 1 ’ altra la suttangente che lor si compete. Da questa co- 
struzione intanto s’ inferirà , come nella parabola (760) , che 
due tangenti, le quali partono dall' estremità di una corda : 
vanno a riunirsi nel diametro che la divide per mezzo, o al 
quale è ordinata la corda . Perciò se partono dall’ estremità 
di un diametro s' incontrano nel prolungamento del suo con- 
iugato . Ma passiamo ad un altro più importante teorema. 

778. Sia la corda MO tagliata comunque nelle due parti 
MH , HO dal diametro qualunque FE . Condotto sulla metà 
N della corda il diametro AB , e parallelamente alla stessa 
il di lui conjugato KL ( 772), e condotte di più le M R, EO, 
HI parallele fra loro e ad AB, si faccia EC=r, K.C— r, HC=x, 
CR=z=MN=OiV, CI=«=HN, GC=£»j.I triangoli CGE, CIH 
daranno GC 2 (a 3 ) : Cl> 2 ) 1: EG' J : HI 2 (=MR 2 ) r: r 2 ~ co 2 :* 2 -* 2 
(775. i.°) . Di qui s 3 : s a — z 3 -hu a :: u 3 : u 3 . E poiché gli stessi 
triangoli danno GG (00) : CI (u) : : EC (r) : CH (x) , dunque 

a 2 — u 2 : : r 2 : r 2 — x 2 . Quindi 


— z‘-ru‘ 


r 2 , ed s 3 


V 
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a 7 

é 2 -u 2 = (2 -+-^)(z-u)^=( 0N-^HN) (.0 N — HN) = HO y HM= 

s'ì 

— ( r 2 — x*). Quest’equazione è analoga a quelle avute per le 
r 1 ' 

coordinate agli assi e ai diametri , e fa vedere che comunque 
e sotto qualunque angolo sì taglino un diametro ed una corda , 
il rettangolo delle ascisse del diametro sta a quello delle 
due porzioni di corda, come il quadrato dello stesso diame- 
tro al quadrato del diametro parallelo alla corda ; teorema 
che include ambedue quelli contenuti nelle predette equazioni 
agli assi e ai diametri , e che può riguardarsi come più ge- 
nerale . Una simile osservazione ebbe luogo anche rapporto 
all’ equazione della parabola (761) . 

779. Terminiamo con applicar gli esposti principj alla so- 
luzione dei seguenti problemi. 

I. Dati i due semiassi a,b trovar due diametri conjugati ,/ a 
che facciano fra loro un angolo dato p=DCn . Abbiamo 7722-t 

7i 2 =a 2 H-ù 2 , ed mn— (774); du'rfque m 2 -t-7i 2 ± 27M7i=a 2 -f- 

senp '* 

t t on ^ _ ; e d rn ± n= v / (a Q -fò J ± ) d’onde sommando e 
sen p seti p 

sottraendo si ha m ed n. Per determinar la direzione di un 
de’ diametri o l’angolo ACN che chiamo c , il triangolo CNT 

dà (47«,663) scn{p — c) : m : : senp :CT=~ (768)= sen ~~ 

GQ sen(p—cy 

1 a^senlp — c) ... , , 

onde GQ= ; si ha dunque nel triangolo rettangolo 

rn sen p 

CNQ ( 6 q 5 ) mcosc= - t e '-- ^ che dà m? sen p cose = 

/il sen p 

a^sen ( p—c ) = ( 640 ) a " 1 senp cose — a 2 senccosp , ovvero 


a d — 772 


senpeos c = senccosp; e perciò ( 657. 4- a ) tango = 


a 2 — 7?j 2 


- tangp. 


II. Dati i semidiametri conjugati m, n e l’angolo p che 
fanno tra loro, trovare i due assi e la lor direzione . Dall’equa- 
zioni 771/t seri p=ab ed a 2 -+ù 2 =77i a -4-7» 2 con un calcolo simile al 


t 


28 

precedente sì determina ri c b. L'angolo che dà la direzione de- 
gli assi si trova come prima . 

III. Data un’ ellisse trovarne i! centro , gli assi ed i fuo- 
chi . Condotte cornuti. juc e divise in mezzo le due corde pa- 
rallele CD, EF, si faccia passare per i punti di divisione G, II 
la corda AB. Sarà AB un diametro ( 775 . 2 .°)sulla cui metà avre- 
mo il centro cercato. Con questo centro e con OB per raggio si 
descriva il circolo KALB, e si uniscauo i quattro punti d'inter- 
sezione delle due curve. Le normali PQ, MN condotte per O 
sopra due delle corde adjacenti KB, KA protratte dall’ una e 
dall’altra parte lino al perimetro dell’ ellisse saranno gli assi . 
Infatti si tagliano normalmente nel centro , e sono respettiva- 
rnente perpendicolari sulla metà delle parallele KB ed AL , KA 
e BL proprietà esclusive degli assi. Trovati questi, i fuochi 
si avranno nella maniera già data (746) • 

Tp erb ola 


»55 


780. Dall’ equazione all 4 iperbola -J^iax-r x 2 ) 

(745) si ha i.° y* : x ( ia-+x ) : : b* : a 1 , cioè PM a : 
APxP# : : CB- tCA a , onde il quadrato dell ordinata 
è al rettangolo dell 4 ascisse ( prese 1 ’ una «la P al 
vertice A,l 4 altra da Pai vertice# ) come il quadralo 
del second’asse al quadrato del primo . a. 0 Per due 

y* 

nuove coordinate y' ,x avremo y n — r — (2«.r'-+- x ’ a ) , 

yx .y-ì ; ; x(ia-Kr) : x (2<i-Kr'), cioè i quadrati del- 
le ordinate stanno come i rettangoli delle ascisse 
corrispondenti', due proprietà che rilevammo ancora 
nell’ ellisse (7 65 ), con la qual curva vedremo averne 
l’ iperbola comuni molte altre, come è chiaro dover 
succedere in forza della somma somiglianza tra le due 
equazioni. Se si ponga x — a in luogo di x ^AP , 

l’equazione diventa j 3 = — (or 2 — « a ), ove .r=CP , e 
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l’ascisse son prese dal centro: e poiché questa non ^ 
cangia permutandovi x in — x, perciò appartiene 
insieme alle due iperbole opposte (740); quindi quan- 
to saremo per dire dipendentemente da quest’equa- 
zione, s’intenderà detto tanto deH J un’ iperbole che 

fri 

dell’altra . Intanto da y 2 = '—(x^—a*) abbiamo x 2 =z 


a 1 

a ), equazione al second’asse, le cui ascisse 

e ordinate sono ordinate ed ascisse all'asse primo, e 
tutte esteriori alla curva . In queste equazioni fatto 
a=b , viene y 9 =iax-^x 2 , y 2 =x 2 — a 2 , x a =a 2 -+y 2 , 
e allora l’iperbola è equilatera. 

781. Prese dunque 1 ’ ascisse dal centro, e suppo- 
sto M un punto nel ramo superiore o positivo della 
sezione destra o positiva, si avrà il raggio vettore 
FM =z=V( PM a -+ PF a ) = v' ( r a f ( * — e ) 3 ) = 

I f 6 ^ \ €X 

\J l — zex-\-a 2 J= — a, non dovendosi qui 

ex 

attendere all’altra radice a — — , che contro l’ipo- 
tesi darebbe FM negativo , atteso che abbiamo non 
solo x, ma ancora e maggiore di a 6) ; e perciò 

ex . , . ex . , 

ex > a?, — >a , e quindi a quantità negativa. 


ex 


Nel modo stesso si troverà /M=:z'r= \-a . Onde 

a 

f M — MF=aa , cioè la differenza de’ due raggi vet- 
tori eguaglierà V asse trasverso . 

782. Se sia l'angolo AFM — 13 , verrà, come nell' ellisse 


(7 66) , FM= 


Ì a P 


n-+ecos j£ a-i-e coi fi 
785. Per condur la tangente MT a un punlo M ,45 
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dell’iperbola.,si proverà, presso a poco come nell’ellisse, 
che diviso in mezzo con MT l’angolo y MF formato dai 
raggi vettori j sarà MT la tangente cercata. Infatti 
presa sopra yM una porzione MD=MF, e da un 
punto qualunque m di MT condotte mf, mF, mD, 
avremo mf -\-Dm (422), ossia mj < ia -4- mF . 
giacché M — MF=aa(78i) e ( 449 ‘ 2 - B )> 

Dunque altresì mf — mF<2a;onde non essendo que- 
sta differenza eguale a zcijil punto qualunque m di 
MT non caderà sulla curva , che perciò sarà toccata 
soltanto i» M da MT : onde MT è tangente . 

784. Se la tangente debba condursi da un punto m dato 
fuori della curva , sarà facile dimostrare, come nell’ ellisse 
(769), che fatti intersecare in D due archi descritti l’uno col 
centro in m e raggio raD=Fm, l’altro col centro in f e rag- 
gio yD— za, e prolungata /D fino all’incontro in M colla cur- 
va , sarà M il punto di contatto e la retta TmM la tangente • 
E qui pure si osserverà, come nell’ellisse (769), che la co- 
struzione prescritta porta a trovar due punti di contatto , e 
perciò dà le due tangenti che da m posson condursi alla cur- 
va . Ed 6 poi inutile avvertire come in cgual modo potremo 
condur le due tangenti anche sull’ iperbola opposta . 

785. Il triangolo j MF dà (528) yM : MF : *.yT : 

TF , ovvero yM-fFM : f M ( = *-Ì±f?) :: /T-4- 

FT(2C) :yT= -1-e. Dunque yT— e^CT= 

— , d’ onde pur si trova un altro modo di determi- 
nare il punto T della tangente in M ; e di più si 
conclude, che essendo CT positiva finché lo é oc, 
tutte le tangenti a quella delle due opposta sezioni 
ove le x seri positive tagliali l’asse fra il vertice del- 
la medesima e il centro ; come pei' la contraria ra- 
gione quelle dell’altra sezione lo tagliano nella parte 
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rimanente. Perciò niunp retta tangente ad un punto 
qualunque di un ramo può esserlo a verun punto 
degli altri . 

78 6. Quindi se MN sia la normale, si avrà la sut- 
tangente PT=CP — CT— x — — = — — ; la tangente 


MT =v /(TP a -4-PM 2 ) = ~-V(x 2 — a 2 )(e a x 2 — ai); la sun- 

PM 3 b\v 


normale PN : 


PT 


; la normale n- =*/ (PM 2 -+- 


PN a )=^ a V(e 3 x a — a4)=^ V (z a -t-2az ): TN=PN-4- 


PT = 


5 a .r a — ai z(2fl-4-z) a a « a 


^T— ;AT: 


ax~~ a 3 


;aT, 


ax-t-a J 


a*x x b' x x ' x ’ x 

787. Se , come nell’ ellisse (769) , si conducano le perpendi- 
colari NB, NO* ai raggi vettori , ed F S,fs alla tangente , a cui 

€V 

sia parallela CD, condotta dal centro C, si troverà FM( — " ’ — a) : 

a 

7i2 v cor 

FP(x— e) :;FN(~r — e-P— -) : FB=.~ Dunque MB=FM-*. 

à 2 a 

e 3 — a 3 ò 3 , 

— _=ì^(745).E perche lan- 


FB= — — a— CX ~ e * 

a a 


goloQMB'=*y MT=TMF rende eguali gli angoli B'MN,BMN ed 
eguali e simili i triangoli NMB', NMB, sarà dunque MB' = 
]WB= p . 2. 0 I triangoli TFS,T/f simili ad MPT danno TM: 
MP : : FT : FS , TM : MP : :/T : Fr , e perciò TM a ... 

( ar 3 -o 3 ) (e 2 *- 3 — ai . : PM 2 ^ b ~ (x 2 x. fl 3 )^ : ; FT X 

^ ^ \ 

- - J:FSx/s=ò 2 . 5 .® I triangoli rettangoli SFM, 

MB'N simili per esser l’angolo SMF=QMB'=MNB' (429.2,®) , 

danno immediatamente FS (9) : : FM (z) : : MB' ( - ): MN= 

2 

pz , 

n — — -, come nell’ellisse e nella parabola (753.770), a <Ji qui 

IH 

q = — ■ 4 -- Le parallele T 1 ) 1 ,GD danno /T : CT :: FM: DM, 


146 
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3a 


45 


cioè 


e.r-t -a 1 


a A 

x 


ox-t-a 1 


DM=«. Infine 5.® condotta 


XX a 

da C la normale CO sulla tangente QT, si avrà CO: NM (n) 

CT ( — ) : TN (^1), d’onde COxNM=A». 

r 

788. Sia adesso alzata sul vertice A la normale D d 
divisa in mezzo in A, ed eguale all’asse conjugato ih. 
Se dal centro C si conducano per i punti D,d le 
rette indefinite CR, Cr e da un punto qualunque N 
eli CR si conduca N/t parallela a D d, avremo ( 5 a 5 ) 

CA ; DA : : CP : NP ovvero a: b : :xi NP=^— . Dun- 

a 

bx 
a 

b'i* 


que i.° NM=NP— PM=-^ — ed Mn=MP-+P«= 

bx 


— by ; onde NMxMn: 


( 7 8o)Z> a =DA'\ 


2. 0 Poiché NP = — , ed MP=r = ~ «J (x a — a 2 )— 

rt ' /I ' ' 


a 1 fl 4 

(384)- (x--.- -5 


bx ha 


t)x 3 i6x’5 


* » 1/1*. l'i* . 

— \ — cc. )rz (a-h 


(l a Cl ' 3 

• — t-ec. ), sarà sempre MN>MP, cioè la curva 

4^- O.t'T 

non incontrerà mai le rette indefinite CR,Cr; peral- 
tro sempre più vi si avvicinerà , mentre crescendo 

b a 5 

l’ascissa x, scema sempre la differenza — (a -- 4 - 

ec. ) fra NP ed MP. Questa singolarità rimarchevole 
ha fatto dare il nome di asintoti alle rette GR , C r, 
come quelle verso cui la curva continuamente si a- 
vanza, senza raggiungerle, nè toccarle giammai . L’ i- 
perbola riferita agli asintoti ha molte proprietà , ed 
eccone alcune fra le principali. 

789. Condotto MQ,AL parallele all’asintoto Cd, i 
triangoli DLA.GILA sono isosceli(5c>7); onde falba AL= 
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/ 


nn 

ÙO 


DLic=CL— m, CQ=x, QM==j--; e condotta MK paral- 
lela e perciò eguale a CQ , i triangoli simili DLA , 
NQM, MK» danno MN : DA : : QM : LA, ed M n : DA :: 

MK : DL, e però NMxM» : DA 2 : : QM MK : LAxDL= 
AL 2 ; ma NMxM»=DÀ~ (788 ); dunque xy—Tìi 1 , e- 
quazione all’ iperbola tra gli asintoti, in cui m? — 

— - — si chiama la potenza dell ’ ipei boia . 

790. Se due parallele F/ 1 , Gg, terminate agli asintoti taglino 

un’ iperbola nei punti rz», h, p, K. e sieno M/z*N, P pQ perpen- 143 
dicolari all' asse , si avrà Fra : M/n : : G p : P/z, ed mf : i»K : : 

PS ; PQ» e però Frax mf : Mmx/nN : : Gpxpg ■ P/zx/zQ ; ina 
(788) PpxpQ — b 2 =*yirn x»*N; dunque Fui xm/=G |) XpSi dun- 
que anche gK . \KG ~fh xhF. 

791. Se i pienti p, K coincidano in un sol punto D, la retta 
TD/ sarà tangente in O, e si avrà Frn x m/=TD X Gt—fh XhF, 
onde fh ( A/zi-f/uF )=F/zz ( mh-i-hf ), e peròy 7 i=F/n e TD= 

D/ ; ma condotta DE parallela a Ce , i triangoli simili TOE , 

TeC danno TE=EC ; dunque la tangente a un punto D dell’ i- 
perbola si ha pure conducendo DE parallela all’asintoto , preu- 
dendo ET=EG, e per T, D conducendo la retta TD< . 

792. Dall’ esser sempre fh~Fm si ha la maniera di descri- 
vere un’ iperbola tra due dati asintoti CT, Cf, che passi per un 
dato punto zza , poiché condotte per in le rette F f , MN, si farà 
fh = F«i,nN = M/n e i punti zzi, zi, h saranno nell’ iperbola . 

790. Del resto gli asintoti ad una sezione prolungati al di 
là del centro divengono asintoti dell’ opposta . Infatti alzata *47 
sul vertice a la normale D'd', i triangoli eguali e simili DCd, 
D'Cd’ danno D’d'—Drf=?.b , cioè i nuovi prolungamenti sono 
situati rapporto alla seconda iperbola come gli asintoti rap- 
porto alla prima (788) ; onde debbon godere delle medesime 
proprietà . 

794 - Poiché tutte le tangenti all'iperbola niAm' taglian l’as- 
se fra A,C (783), e tagliandolo in C divengono asintoti, ogni 1 Ì 9 
altra retta QCQ' contenuta fra 1 ’ angolo TCt degli asintoti c 
che passi per C sarà secante, e taglierà in due punti opposti 
M, M' le due sezioni . Or la parte MM' di questa secante 

Marie P. II. 5 
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compresa fra le due curve si chiama diametro trasverso o 
primo , il cui conjugato o secondo è la DCd parallela ed eguale 
alla T/ tangente in M ,e divisa in mezzo in C, come Tt lo 
è in M (791); 1 ’ ordinate sono mQm' parallele al corrugato 
DC d , e il parametro è una terza-proporz.ionale al diametro e 
al suo conjugato . 

795..Passiamo a trovarl’equazione fra le coordinate ai diametri. 
Poiché NQ : Q« : • TM : Mf ed Nm = m’n; se dunque CM= 
m, CD — MT — n, CQ=r, Qm=y, sarà m : n : : x : NQ= 

nx „ . .. n.r , n.r 

— =/iQ ; onde ts ni— — —y ed mn= — -+y : ma TM = 
m ut ni 


N mxmn (790) ; dunque « 2 = — - edj ,2 = •— ( X a — ;n 2 ), 


equazione simile a quella delle coordinate all’ asse trasverso , 
che dà x 3 = — ) , equazione al diametro conju- 


gato ; e da queste si apprende i.° che i quadrati JT 3 di 
due ordinate al diametro trasverso im stanno come i rettangoli 
x 2 — m a , x' 2 — tri 3 della loro ascisse corrispondenti; 2° che ogni 
diametro divide in mezzo tutte le sue coordinate, ed è diviso 
in mezzo nel centro C, ove j'—o dà x 2 =m 2 , e quindi x=± m. 
Perciò il diametro di una sezione è diametro anche dell’ op- 
posto, e in questa come nell’ altra, le ordinate son parallele 
alla Tt' tangcnto in M', la quale perciò sarà parallela ed e- 
guale al diametro conjugato D<i , e all’ altra tangente Tt . E 
con un raziocinio e calcolo analogo a quello già adoprato 
neU’ellisse (776’), si potrà pur dimostrare, che come rapporto 
all’ asse cosi pure rapporto a qualunque diametro, condotta sul 
prolungamento di questo da qualsivoglia punto della curva una 
tingente, la parte del diametro intercetta fra il centro e la tan- 
gente è terza proporzionale dopo l’ ascissa corrispondente al • 
punto di contatto 0 il semidiametro; che chiamata x quest’ asciss 

Y)T? 

si ha per valore della suttangente 1— ; che le due tan- 

x 

genti condotte all’estremità di una corda s’incontrano nel dia- 
metro che la divide in mezzo ec. Può infine anche osservarsi 
che ogni diametro conjugato di un ipcrbola,è diametro tras- 
verso di un altra totalmente separata dalla prima . 
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(780), onde r= 1~ ; e sostitucn. 
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796. Sia ora aCA il primo asse dell’ iperbola , e rappresenti 
BA la metà del secondo ; condotte DE, TG, MPK perpcndico- '*9 
lari a CA , ed ML e tK parallele alla stessa CA , i triangoli 
MTL, M/K, CDE saranno eguali e simili; fatta dunque CP= 
v,PM=z, CE=/K= ML=r, MIv=DE=TL=r, e CM=m, 
MT=«, CA=a, AB=ò, si avrà, TG(:-j-j) : CG (u-t-r) : :b : à 
e perciò az-\-as=bu-+br : inoltre ’l'L (r) ; LM (r) : : MP t-\ 

PS=^=!!!=f!( 7 86)= - 

v u ’ b*u 

do questo valore nell’ equazione az-ras=bu~{-br, si ha ( bu— 
as) {bu-az)=zo , ma bu—az=o dà a : b : : u : z contro 1’ c- 
quazione della curva ( 780), dunque (1O8) bu — asz= 0 , bu~ 
as , onde az=br , e quindi a : b : : u: s ■ • r • - cioè CP • 

DE ; : CE : MP . 

‘PJ-Dunque «.°i triangoli CED.CMP sono eguali in superficie 
( 5 7 5 .iv. );a. condotta DM, sarà DMC=i CDT M = al trapezio 
DMPE= * r)( 5 7 1)=| (su-+uz -sr-rz), cioè ( poiché 

11: s : : r : z, onde uz-sr=o) = 1 ( su-rz ); ed essendosi tro- 
vato bu=as , ed az=br , sarà i= - ,r= ff , e perciò «,= 

a b 


bu 3 
a 


rz- - 1 , onde I CDTM: 
b * 

P 


a 3 z a 

•zab 


ma 1’ equazion 


dell’ iperbola dà * 3 = - fr a -a a ) c però bW-aV=aW; dun- 
que- CDTM== __ = dunque il parallelogrammo TT' for- 

mato dai diametri coniugati è eguale al rettangolo degli assi : 
b^u* 

— =ò' , H-s J =ò , -fP\l a ( per l'equazione all’i- 


5 .° DL 3 =s 3 = 


pcrbola ) ; dunque DE 3 — PlM 3 =ò 3 / 4. 0 CE 3 =r a = = , ( a_ 

b A 

a 3 =CP a -o a ; dunque CP 3 — CE 3 .=a 3 j 5 .° a 3 —i a =CP 3 -t-PM 3 — 
DP-CE-CM^CDW^e però la differenza dei 
quadrati di due diametri conjugati é eguale alla differenza 
i e quadrati ilei due assi : onde nell’ iperbola equilatera , qua- 
u.ique diametro eguaglia il suo conjugato . 
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798. Sia infine come nell’ellisse (778) e nella parabola (761) 
la (corda qualunque MO incontrata o tagliata comunque in H 
dal prolungamento di qualsivoglia diametro FE . Condotto 
sulla metà N della corda il diametro AB, e parallelamen- 
te alla medesima l’ordinata EG e il diametro -con jugato KL, 
si faccia CE=:r, KC=xr, HC= r, WLN= ON=z,HN=«, EG=0J. 
Avremo EG 2 (u 2 ) : HN 2 (u 2 ) : : CG 2 ; CN 2 : : r 2 -t-u 2 .• r 2 -t- s 2 , 
( 7 q 5 ) e quindi S 2 : r 2 -+ S 2 — u 2 : ; a ,' 2 : M 2 : : EG 2 : HN 2 : : 
CE 2 (r 2 ) ; CH 2 (x 2 ) . Dunque r 2 : s 2 — o 2 : i r 2 : x 2 — r 2 , d’onde 

$3 

z 1 — u 2 =(s-+u) (s-u)=IIO X MH= — (x 2 — r 2 ), equazione ana- 

r 2 

Ioga a quella ottenuta per gli assi e per i diametri, ma più 
generale, e dalla quale può dedursi un teorema simile a quello 
già concluso nel caso medesimo per l’ellisse (778). 

799. Ecco alcuni problemi la cui soluzione dipende dagli 
esposti principi. 

I. Dati gli assi a, b d'un’ iperbola , trovar due diametri 
conjugati che faccian tra loro il dato angolo p=DCM. Abbiamo 
mnsenp=ab ed tri 1 — n 2 =a 2 — ù 2 , che danno m ed n; e per tro- 
var la direzione di un de’ diametri o 1 ' angolo MCP che chiamo 
e , il triangolo CMP dà (674) MP —ni sene ; dunque essendo 

(796) b : a : : MP : CE , sarà CE= am S ~— ; ma nel triangolo 

E)CE (675) si ha CE=n cos (p-i-c) j dunque — sene — . 

bn 

seri c 

cosp cos c-~senp seti c (641) , c perciò — — = tang c = ... 

cor c 

bncosp . , , mnsenp . b^cotp 

- : e poiché a— , — ! — , sara tango— -, 

am-^bnsen p b ìn i -¥b' i 

II. Dati i semidiametri conjugati m , n d’ un’ iperbola e 
1’ angolo p che fanno tra loro , trovare i due assi e la lor di- 
rezione . Ciò potrebbe aversi con le due equazioni e col razio- 
cinio del passato problema : è però più semplice 1’ usare gli a- 
sintoti . Per 1 ’ estremità M del primo diametro CM condotta 
TMi parallela al secondo diametro D d . e che farà con MQ 
l’angolo TMQ=p, e presa TM= Mf = DC, si condurranno CT, 
C< .• quindi diviso 1 ’ angolo TCt in mezzo con CA , sarà CA. 
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1 ’ asse primo , ed alzata in A la normale BA,e in C la CF= 
BA, sarà CF l’asse secondo (788) . 

III. Trovar gli assi , il centro e i fuochi di un’ ipcr- 
bola data . Condotte comunque due corde parallele pk, mh si 
faccia passare per la metà 0,1 delle medesime la retta ID 
prolungata fino all’ iperbola opposta , se questa pure sia data. 
La parte Dr/ di questa retta intercetta fra le due iperbole 
sarà un diametro , e sulla metà C di essa sarà il centro cer- 
cato (7g5. 2 ,0 j.- Che se l'iperbola opposta manchi, si conducano 
due altre corde parallele fra loro, ed oblique alle due prime.; 
ed il centro sarà in questo caso nell’ intersezione delle due 
rette , che dividono respettivamente in mezzo 1’ una e 1’ altra 
coppia di parallele . Con questo centro, e con un raggio qua- 
lunque descrivasi un circolo in modo che tagli la curva in 
due punti ; e sulla retta che riunisce i medesimi si conduca 
dal centro una normale : la parte di questa, intercetta fra il 
centro e la curva, sarà, come e evidente, i! semiasse trasverso. 
Quanto al conjugato potrà aversi conducendo all’ asse un’ or- 
dinata qualunque MP , cercando una media proporzionale 
fra le due ascisse AP, ap , c quindi una quarta dopo la me- 
dia suddetta , 1 ’ ordinala MP, e il semiasse trasverso CA . 
Tutto questo è evidente per l'equazione alla curva . Quanto 
ai fuochi si troveranno col metodo già dichiarato (746) • 

800. La rettificazione , la quadratura ed altre proprietà di 
queste e delle seguenti Curve , si troveranno nel Calcolo In- 
tegrale . Qui frattanto porremo al solito alcuni problemi c 
teoremi da sciogliersi o dimostrarsi per esercizio e studio dei 
principianti c che serviranno nel tempo stesso a far rilevate 
altre notabili proprietà spettanti a ciascuna delle sezioni co- 
niche . 

I. Nella parabola , 00 me pure nelle altre sezioni coni- 
che , la tangente al vertice è anche normale all’ asse . 

Ris. Dalle espressioni del raggio vettore in ciascuna 
curva si dedurrà in primo luogo , che il vertice è fra tutti i 
punti di ciascuna sezione il più vicino al prossimo fuoco. Di 
qui , dalla natura della tangente (461), e dalla nota proprietà 
della normale (44^) si concluderà la verità del teorema . 

II. Suppongasi che la corda NM nella parabola NEM di- 
vida in mczz.oT angolo LMD , fatto dall' asse o diametro ML 
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eolia DM tangente al vertice o origine M : determinare il va- 
lore delle coordinate NL , LM . 

Ris, Osservando che il triangolo NML è isoscele , si 
concluderà NL=\1L . Ili qui e dall' equazione alla curva si 
dedurrà che ciascuna delle due coordinate eguaglia il parametro. 

III. Nella stessa curva abbiasi l'asse AN colle ordirmte 
MP, F.N distanti fra loro d’ un intervallo PN eguale al para- 
metro ; determinare il rapporto di EN ad MN . 

Ris. Introdotto nel valor di MN dato dal triangolo ret- 
tangolo MNP, quello di MP dato dall’equazione alla curva, e 

E’N 2 

osservando che p-t-AP— AN= si troverà MN=EN . 

/' 

IV. Condotta comunque nella parabola VSe la corda Nn, 
e dai punti N, « le Pn, NR ordinate sull’ asse o diametro TQ , 
determinare la ragione delle ascisse SP, SF, SR; e nel caso che 
la corda attraversi l'asse ad una distanza dal vertice eguale al 
parametro p, dimostrare che il prodotto delle due ordinate è 
eguale a p 2 . 

Ris, Dai triangoli simili NRF , PoF e dall’ equazione 
alla curva si avrà primieramente PF 2 : FR a : : SP : SR . Di 
qui FR 2 — PF 3 : FR 3 : : SR — .SP : SR ; d’onde osservando che 
FR 2 — PF 3 = ( FR-t-PF) ( FR— PF ) = PR ( FR - PF ) , che 
SR — SP — PR , e in seguito che SR — FR=SF si giungerà fa- 
cilmente all’ equazione PFySR=FR ySF . Questa dà SF : 
PF : : SR : FR , e quindi SF— PF : SF : : SR— FR : SR , ossia 
SP : SF : : SF : SR , onde la ragione cercata è continua geo- 
metrica . Di qui P/»xNR = p X SF , e nel caso di SV—p , 
Pn x NR=p 3 . 

V. Supposte nella parabola 1BN le due parallele MF, 
DB ordinate al diametro IL , c tagliate in G,K. dalla corda IN, 
determinare il rappotto dei rettangoli MFxGF , DB y K.D . 

Ris, I triangoli simili GIF , KDI e l’ equazione alla 
curva danno GF : K.Q : : MF 3 : BD 2 ; dunque GF y MF : KD X 
BD : : MF 3 : BD 3 , cioè i dati rettangoli stanno come i cubi 
delle ordinate MF , BD . 

VI. Nella stessa parabola sia IE tangente all' origine I 
del diametro 1D , c da due punti H, E di essa sieno condotte 
sulla corda NI le rette HG, EK parallele al diametro ID : de- 
terminare il rapporto dei rettangoli CIIxlIG, EMxEK. 


h 

Rii. Si rifletterà che HC , EM corrispondono sul dia 
metro a due ascisse , ed HI , EI. alle loro ordinate ; quindi 
applicato il raziocinio del problema precedente si troverà che 
i dati rettangoli stanno come GH^ : EK^ . 

VII. Sull 'asse ID della parabola MIT si prenda l’ascissa 
IF eguale al parametro, e condotta comunque per F la corda 
MT , se ne uniscano 1 ’ estremità M , T col vertice I .• determi- 
nare il valore dell’ angolo MIT . 

Rii. Condotte le ordinate MQ , TO avremo ( Probi. 
IV. ) IO xIQ— IF a =OT X MQ . I triangoli rettangoli IOT , 
IMQ son dunque simili (527) » e gl' angoli MIQ, 1 TÒ sono 
eguali. Quindi M1 Qh-Q1T=90° ( 485 . 3 .°); onde il dato angolo 
è retto . 

Vili. Sull’ origine S del diametro o asse SR abbiasi la 
tangente SC, da un di cui punto qualunque C sia condotta la 
secante CN che incontri la parabola in n, N, e il diametro in 
F .• determinar la ragione delle parti C/i,CF, C!V . 

Rii. Le ordinate n F, NR parallele fra loro c alla tan- 
gente (755) danno SP : SF : : Cn : CF, ed SF : SR : : CF : CiY. 
Da queste e dalla proporzione stabilita al Problema IV. si 
concluderà Cn : CF : : CF : CN ; perciò la cercata ragione è 
continua geometrica . 

IX. Da un punto qualunque E di EI tangente all’origine 
I del diametro ID si conduca fino alla parabola la retta EM 
parallela al diametro , e la secante ET all’ estremità T della 
retta MT ordinata a) punto M : dimostrare che sarà CE— GO. 

Rii. Dalla proporzione precedente e dai triangoli simili 
MTE, OFT si avrà CE : EO : : MF : MT; onde come MT è 
doppia di MF (755), sarà pure EO doppia di CE , e perciò 
CE = CO . 

X. Condotta ai vertici A,M di due diametri qualunque 
AB, MG della parabola AIM , le tangenti AF, CM , ciascuna 
delle quali sia prolungata fiso all’incontro col diametro cor- 
rispondente all’ altra , determinare in qual rapporto restino 
tra loro divise . 

•Ri'r. Condotta 1 ’ ordinata AR, si avrà CA=MR=FM 
(758) ; di qui e dai triangoli simili CAD, DFM si avrà AD= 
DI’, CD =: DM, cioè le due tangenti si divideranno in parti 
eguali . 
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XI. Poste le stesse cose determinare il rapporto delle 
due tangenti CM, AF . 

Ris. Siene p' , p" i parametri dei due diametri . Con- 
dotte le ordinate Al», KM. si rifletterà che queste son parallele 
olle tangenti . Da ciò, dall’equazione ai diametri, e dall’essere 
MR=FM ( 7 58)=AK. si dedurrà CM 2 : AF 2 : : p' : p" . 

XII. Per il fuoco F della parabola MAm passi comun- 
que la corda 51m. alle cui estremità sieno condotte le tangenti 
MT, in T •• determinare dove c sotto qual angolo s' incontre- 
ranno . 

TÌ/r. Si estenda MT Ano all'incontro in II col prolun- 
gamento dell'asse, e si conduca inoltre TB sulla metà di M ni, ed t 
FA dal fuoco F al punto A, ove TU taglia la curva . Dal trian- 
golo MBT simile ad MFII isoscele ( 760 ) si avrà TB=MB—( 7 55) 

;«B — ( 7 5( [>)*/>’ = ( 755 ) 2 FA— (7 56) 2 AT . Le prime due e- 
quazioni fan conoscere che l'angolo MTra é retto, perché 
resterebbe iscritto nel semicircolo , che avesse per diametro 
Mm ; 1’ ultima dando AT=FA, mostra che il punto T spet- 
tante al diametro AB, parallelo di sua natura all’asse ,è ne- 
cessariamente nella direttrice ( 749 ). 

XIII. Poste le stesse cose dimostrare che la linea TF 
condotta dal punto di concorsnal fuoco,è normale alla corda mM. 

Ris. Riflettendo che AF = AT=AB , e ragionando come 
nel Problema precedente , troveremo che anche l’angolo TFB 
sarà retto. 

XIV. Sia nella parabola MAM' la corda MM' ordinata 
al diametro AR del parametro p', e venga incontrata in F dal 
diametro IF condotto da un punto qualunque I della curva. 
Determinare il valore del rettangolo fatto dalle parti FM, FM' 
della corda . 

Ris. Condotta IS, avremo (5 7 4-V‘°) MF xFM' — MR 2 — 
FR 2 = MR 2 - IS 2 = /(AR— AS) = / x IF. 

XV. Abbiansi nella stessa parabola le due corde MM', 
DK. , che si taglino comunque in F; determinare il rapporto 
dei rettangoli MFxFM', DFxFK. fatti dalle parti in cui cia- 
scuna delle corde resta respcttivamente divisa . 

Ris. Supposti p', p" i parametri dei diametri, ai quali 
le due corde sono ordinate, il risultamene del precedente pro- 
blema darà MFxFM' : DFxFK. : . p' : p" . 
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XVI. Si abbiano due parabole DAG,*ùjg descritte sul- 
lo stesso asse AL e con lo stesso parametro , ma con fuoco * ^ 
diverso, c sia condotta comunque e dovunque nella parabola 
esterna la corda BE : determinare il rapporto delle parti B b , 
eE di questa corda, intercette fra le due curve , e il valore 
del rettangolo BbxbE fatto da una di esse parti Bb, nella ri- 
manente porzione ùE della corda . 

Bis- Poiché le due parabole hanno un parametro e- 
guale , tutti i diametri che nell’ una e nell’ altra sono ad e. 
guai distanza dall’ asse , e perciò coincidenti , avranno pure 
un egual parametro, e saranno incontrati sotto uno stesso an- 
♦ golo delle loro coordinate ( 762. 1.° ) , le quali perciò in tutti 
i punti comuni a due diametri coincidenti, dovranno esse pure 
necessariamente coincidere. Sia dunque flK un diametro della 
parabola esterna che passi per m sulla metà di BE. SaràllE or- 
dinata a questo diametro sul punto ni, e ha sarà ordinata sul 
medesimo punto al diametro AK. nella parabola interna . Di 
qui facilmente si dedurrà Bù=eE. Di più condotta nell'ester- 
na !a corda Oo tangente all’ interna sull'origine h del diame- 
tro AK, chiamato p' il parametro comune, e fatte llh=b, hm=x, 
avremo BAx6?=(Brra — bm) (Bm-t-bm)=Bm 2 — 6 m?=p'(x-i-b)-* 
p'x= p'b =0 li 1 , prodotto costante qualunque siasi la corda. 

Di qui può anche inferirsi, che le due curve son fra loro a- 
sintotiche, cioè che prolungate tenderanno sempre ad avvici- 
narsi senza incontrarsi giammai. 

XVII. Nell’ ellisse e nell’ipcrbola il prodotto degli assi 
é sempre minore del prodotto di due diametri conjugati qua- 
lunque . 

Bis. In ambedue le curve mnsenp=ab ( 774 - 799 .I. 0 ); di 
qui chiaramente mn>ab . 

XVIII. L’ asse trasverso ia è maggiore nell’ ellisse , 
minore nell’ iperbola d’ogni diametro trasverso 2 m - Ma l’as- 
se conjugato 2 b è minore in am bedue le curve d’ogni diame- 
tro conjugato 7.11 . 

Ris. Supposte x ,j le coordinate all’ origine del dia- 
metro m , si troverà sì per l’una che per 1’ altra curva 7n a *= 

a. 5 -t-/ , =:(764.78o.746.) « 3 -+— — (<r a — a 3 )j a poiché nell’ellisse 
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è sempre x<a, nell' iperbola x>a , dunque in quella 
in questa a<m. Ciò vale par il diametro trasverso : quanto al 
coniugato, poiché per ambedue insieme le curve abbiamo à 1 ± 
i a =wi a :±n a (774.i. 0 797. 5.°), dunque è manifesto che sì nell’ellisse 
ove a>m, che nell’iperbola ove dovrà aversi ò<» • 

XIX. Nell’ellisse e nell’ iperbola la somma e la dif- 
ferenza degli assi sono respettivamente 1’ una minore, 1’ altra 
maggiore della somma e della differenza di due qualunque 
diametri conjugati . 

Ris. Poiché nell’ ellisse m a -+« a — a a H-ò a (774) ed mn~> 
ab ( prob. XVII.) , sarà dunque (>w-+-n) a ;>(a-4-ò) a , (rn— n) a < 
(a — b) x -, quindi m-+nz> «-{-6, ed m — n<a — b . E poiché nel- 
1’ iperbola m‘ 1 —n?=a‘ i —b‘ 1 (797.5. °), ed n>b, mn>ab ( probi. 
XVII. XVIII.), sarà 1 .° m a -4-n a >« a -t-ò a , 2. 0 (m-wj) a >(a-+è) 3 , 
quindi /n-fn;>a-fò ; onde avendo» (i«4n)(m- n)={a-ri-b) X 
(n — b) , perciò tn — n<a — b . 

XX. Ai vertici A , a di qualunque diametro Aa di un 
ellisse o di un'iperbola si conducano le tangenti AD, ad, che 
incontrino in D, d la retta Dd tangente nel punto qualunque 
M : determinare il valor del rettangolo AD; : ai . 

Ris. Prolungato il diametro e la tangente Dd fino al 
loro incontro in 'I', e condotta 1’ ordinata MP , dai triangoli 
simili PTM, ATD , a'I'd avremo AD : AT : : MP : PT , ad : 

MP a 

aT : : MP : PT, onde AD x ad — - — X AT xaT, cioè ap- 

P l’ a * 


plicati i noti valori ( 775. 776. 795. ) AD y ad— ri? . 

XXI. Poste le stesse cose , e soltanto cangiato in asse 
il diametro, l’angolo che fanno fra loro le rette JD.fd con- 
dotte da uno qualunque dei fuochi f all’ estremità D, d delle 
tangenti AD, ad, sarà retto . 

Ris . Avendosi in qufesto caso AD X ad = ò a = A f x fa 
(747), i triangoli D AJ,fad saranno simili (627), c quindi eguali 
gli angòli ADJ , afd. Dunque afd-\-\fù—ADf-\-bJD — 90° 
(485. 5.°) , e perciò anche D/d=9o° (4^0) . Può anche osser- 

varai che D^= 4 fD , = 

« a — x* a-¥x 


— flif — ‘ — . ; onde D d x —fd 2 -+-J D a , e perciò P angolo Dfd 
a — x 

retto (552) . 
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XXII. Se dal fuoco / di un iperbola • di u» ellisse si 
conduca sulla tangente Dd la normale /E , e le rette AE, aE 
dai vertici A, a 1 * angolo AEa sarà retto • 

Ris. Rinnuovata la costrizione dei due problemi prece- 
denti , e immaginati descritti due circoli l’ uno sul dia- 
metro D /, l’altro sul diametro f d, il primo passerà per i 
vertici A, E degli angoli retti DA/, DE/, l’altro per i vertici 
E, a degli angoli retti / Ed, fad . Quindi i due angoli DEA, 
D/A iscritti nel primo sulla corda comune AD, e i due angoli 
dEa , dfa iscritti nel secondo sulla comun corda ad saranno 
rcspettivamente eguali fra loro . Dunque DEA-f dEa—T)J A-+ 
dfa— ( probi, prec. ) 90° , e quindi anche AEa=9o°. 

XXIII. ‘Poste sempre le stesse cose, e condotta inoltre 
dal centro C la CE al piede della perpendicolare /E , deter- 
minare il valor di CE . 

Ris. 11 circolo descritto sul diametro A a passa per E : 
dunqne CE=CA = a semiasse trasverso . 

XXIV. Nell’ellisse e nell’ iperbola il quadrato della 
normale condotta dal fuoco sulla tangente sta al quadrato del 
semiasse minore, come il raggio vettore che partendo dal me- 
desimo fuoco va al punto di contatto , a quello che vi va 
partendo dall’ altro . 

Ris. Sostituito in <]= — (770.787) 1 * opportuno valor 
a n 


' din (768,786), si avrà/*= — ; di qui la proporzione as- 

a a+z 


segnata . 

XXV. Nelle stesse due curve, le normali condotte da 
ciascun dei fuochi sulla tangente , son proporzionali ai raggi 
vettori corrispondenti . 

. . &Z 

his. Per 1 ’ una di queste normali si ha q— — , per 

ari 


l'altra q'— — (770,1.° 787). Di qui, operando come sopra, a- 
z 

vremo la data proporzione . 

XXVI. Nelle medesime curve il prodotto dei raggi vet- 
tori condotti all’ estremità di un diametro eguaglia il quadra- 
to del semidiametro conjugato . 
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Ris. Chiamati z,z' i due raggi vettori, si ha per le due 
curve jz'i ( 965.781 ) ( a-+ ) ( ±a ^ : — )=*:±a 2 :p — — = 

a a a 

( probi. XVIII. ) ± a* >; in^-hb*^ ri 1 ( 774*797 > 5." ) • 

XXVII. Nell' ellisse se una secante IIM incontri cste- 
riormente in H il diametro FE prolungato , il rettangolo del 
diametro prolungato HF nel prolungamento 1 IE, sta a quello 
dell’intera secante HM nella sua parte esteriore HO, come il 
quadrato di esso diametro al quadrato del diametro parallelo 
alla secante . > 


Ris. Ripetuta la stessa costruzione che al Num." 778, 

ritenute le stesse denominazioni, e rinnovati sw stessi calcoli 

e raziocinj , si perverrà parimente all’ equazione z 1 — ■ u a = 

s a . . * s* 

— ( r 2 — x*). Questa, cangiati i segni, diviene z 2 = — X 


157 


(x 2 -r 2 ). Ora «•-s a =»(u-n)(n~s)x a [HN-4-MN)(HN-MN)^ 
HM x HO , ed i a -r*^(.r-+r) (r-r) = ( 11 C-+CF) (HC-CE)*= 
HFxHE. Dunque II F xIlE : HMxHO : : r 2 : s 2 . 

XXVIII. Nell' iperbola se una secante HM parta da 
un qualunque punto H del diametro FE , il rettangolo delle 
due parti FH,EII del diametro sta a quello della secante nella 
sua parte esteriore, come il quadiato di esso diametro al qua- 
drato del diametro parallelo alla secante - 


Ris. Ripetuta qui pure la stessa costruzione che al num. 0 
798, 0 ritenute le stesse denominazioni , si giungerà nel modo 

medesimo all'equazione s s —u 2 = — (x 2 — r 2 ), da cui nasce l’al- 


tra 



) • Ora , siccome è facile 


ritrovare , 


n 2 — z 2 = MHxHO, ed r 2 — a: 2 =. FH xHE, dunque FH X HE •' 
MHxHO : 1 r 2 : i 2 . 

XXIX Supposto che le corde MO , PD si taglino in 
1 58 un punto II dentro l’ellisse, o dentro una delle due iperbole 
opposte , assegnare un rapporto fra i rettangoli MHxHO, 
PHxHD fatti dalle parti in cui ciascuna corda è divisa . 

Ris. Condotta per H il semidiametro AC = r, fatto 
cu. =.r,e chiamati s,t i semidiametri paralleli alle corde avremo 


*• 
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per la prima ( 778 798 ) HOxHM= _(±r 3 :p.r 2 ) , per la ac- i 50 

con da PHxHD«= _ (±r 2 :px a ) ; e il rapporto richiesto aarà 
r* 

di r a : < 2 . Quindi se l’ellisse si cangi in un circolo ove s—t, 
ì rettangoli si eguaglieranno, come già ai sapeva ( 558 ). 

XXX. Supposto che le due corde si cangino nelle se- 
canti MH, DH, determinare il rapporto dei rettangoli MHx 
I 1 N, IID x IIG, fatti da ciascuna secante intera nella sua parte 
esteriore . 

His. Unito H col centro C della curvo , posto r il se- 
midiametro AC, r, t i semidiametri paralleli alle secanti , ri- 
chiamati i teoremi XXVII, XXVIII, e operando nel resto co- 
me al precedente problema, il rapporto cercato si troverà di 
s J : t 2 : onde riguardo all'ellisse, se questa si cangi in un cir- 
colo,! due rettangoli si eguaglieranno, come era già noto ( 54 o). 

XXXI Due tangenti condotte da un punto stesso sul- 
1' iperbola o sull’ ellisse , stanno fra loro come i diametri 
paralleli . 

Ris. S' immaginino le due secanti del probi, pree. con- 
vertite in tangenti j i rettangoli di quelle diverranno quadrati 
di queste ; di qui il teorema attuale . 

XXXII. Due ellissi o iperbole simili, eioà con gli assi 
20, 2 b, 2 a', 2Ì 1 respeteivamente proporzionali , hanno propor- _ 
zionali anche i diametri corrispondenti , ossia quei diametri ' 
che fanno fra loro , o con 1’ asse un angolo stesso; in gene- 
rale hanno proporzionali tutte le loro dimensioni omologhe . 

Ris. Soprapposte le due curve in modo che i centri 
coincidano in un sol punto, e gli assi in una medesima retta, 
anche i diametri corrispondenti coincideranno. Sia BEr=ar« 
l'uno, PF— .am' 1 ’ altro; condotte sull’asse le ordinate EM = >', 

FU :=7'', chiamate x , x' le loro ascisse CM, CR, a riflettendo 

che dall’ ipotesi abbiamo — , i triangoli simili CI\F,CME 

a a' 

daranno rn 2 : m' 2 : ; x* : x' a ; : y* ■. y* : : ± a 2 ; ±a’ 2 q: 
x :: a’ : a'*.:-, b 1 : b ’ 2 . Di qui manifestamente il teorema, che 
nel modo medesimo può estendersi a tutte le dimensisni o- 
mologhe . 
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XXXIII. Date due ellissi o due iperbole simili , con- 
* 9 centriche, c co.'n gli assi coincidenti, se nella curva esteriore 
si conduca una corda NO che passi per 1 ’ intcriore, le parti 
NI, HO di questa corda, intercelte fra le due curve, saranno 
eguali ; e il rettangolo HOxllN di una di queste parti nella 
rimanente porzione della corda , eguaglierà il quadrato LP a 
della tangente LP , condotta alla curva interiore sull’ origine 
P del diametro PF, che divide in mezzo la corda, e termina- 
ta all’ incontro in L con la curva esteriore . 

Ris. Con raziocinio analogo a quello tenuto al probi. 
XVI. si proverà che PF diametro divide in mezzo la corda 
IH j d'onde NI=HO. Quindi chiamata .r l’ascissa CD,m,m'i 
due semidiametri CB,CP,n,n' i lor conjugati, e riflettendo che 
la similitudine delle curve interna ed esterna dà ni : ni' : : n: 
n', avremo (775.796) OD 3 : HD a : : ± m' 1 4. jc x •. ±m'*+a . : 3 , ed 
OD 3 : OD 3 — HD 3 : : ± I’ : ± r» 3 :p »i' 3 : : OD 3 : LP 3 . 
( 77 5 - ,0 7 . 9 5 -« -^Dunque LP 3 ^=( 0 D -+-DH)(OD— DII)=NH x HO. 

XXXIV. Condotta fra le due opposte sezioni di un 
160 iperbola equilatera la retta AD parallela all’asse BE, ed unite 
1 estremità A, D della medesima con uno dei vertici B, dimo- 
strare che 1 ’ angolo ABD sarà retto . 

Ris. Si conducano le ordinate AP , DQ e la tangente 
GB. Si troverà GB 3 =AP 3 =DQ 3 = (780) EPvRP=BQxQE= 
GDxAG : e perciò retto 1 ’ angolo ABD (529. 2. °) . 

XXXV. Prolungata fino agli asintoti CT, Cr dell’iper- 
boia MAto la Tit tangente in qualunque punto M, dimostrare 
che la superficie del triangolo TCi sarà sempre costante, ed 
eguaglierà il doppio della potenza ni x dell' iperbola nel seno 
dell’ angolo dei due asintoti . 

Ris. Condotte NM, MO parallelamente ai due asintoti, 
e osservando che TiW==Mr(7gi), si concluderà che sono egua- 
li i triangoli TN’M.OMt e che perciò Ot=NM=OC. MaOMr= 
i MNOC= i C!Y x OC Xi’e/tNCt (570.874 )= im^senfiCt (789), 
dunque TC<=TNM-t-M0<-hMN0C=2m 3 re«NCf . 


XXXVI. Da due punti qualunque C, E degli asintoti 
AC, AE e parallelamente ni medesimi sieno condotte le rette 
EL, CL prolungate fino al loro concorso in L ; dal punto O 
ove la prima taglia la curva sia inoltre abbassata la UG pa- 




v 
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rallela ad AE , e sia infine unito il punto A col punto L : ^ 

determinar la ragione delle tre rette Al, AH, AL. 

Ris. Condotta BH parallela ad AE avremo (789) AB x 
BH =m 9 = AGx r *D= AGxCL , d’ onde AB : AG : : CL : 

BH : : AL : AH : : AH : : Al : quindi la ragion cercata è con- 
tinua geometrica . 

XXXVII. Se in qualsivoglia sezione conica si fa pas- 
sare la tangente indefinita )IT per V estremità dell’ ordinata i 65 
FM alzata sul fuoco F , ogni altra ordinata PS protratta finò 
all’ incontro in R colla tangente, eguaglierà il raggio vettore 
FS condotto da F al punto S ove è intersecata la curva . 

FM x PT 

Ris. Per ciascuna delle tre curve si ha PR= — — = 


(745) P 2 SZZ 1 : quindi per la parabola, ove la surtangente FT= 

ip^ 5 2 ) e PT= AP-t-AT=r-n io, sarà PR= r-f * p=z( 749 > 

l x 


Per le altre due curve, oveF T = 


■±a 


1 e a 


.(788.786)= 


(746), e PT=±CT + CP=( 7 68.78^ 


e 

± a 2 ^z ex ■2Ò' 1 

, e P-_ 


( 744 ) sar ® parimente PR= —=3(765.781). 

a 

XXXVIII. Dato un segmento LNM di qualunque se- 
zione conica iscrivervi il triangolo massimo . 

Ris. Condotta la corda PQ parallela alla base LM del 
segmento , si faccia passare per la metà di ambedue la ret- 
ta NR : il triangolo LNM sarà il cercato . Infatti NR sarà 
diametro ( 762. 111 . 779, 111/799. III. ), ed NB tangente all'o- 
rigine N sarà parallela ad LM . Perciò ogni altro triangolo 
iscritto sul dato segmento avrà con LNM comune la base , 
e minore 1’ altezza ; e quindi sarà minore (575) . 

XXXIX. Il triangolo LNM iscritto nel segmento pa- 
rabolico LNM è quadruplo dei triangoli massimi iscritti sui 
segmenti terminati dai lati LN, NM . 

Ris. Per la metà di NM si faccia passare il diametro 
HO. e si prolunghi fino all’ incontro in B con la NB tangente 
in N vertice del triangolò dato . Per il teorema precedente 
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sarà NHMil massimo triangolo tscrittibil® nel segmento NHjVf. 
Ora avendosi NC=CM , e BH = HC (758) , i tre triangoli 
MCH, HCN,HNB, e i tre MCD,NCB,NHM saranno respettiva- 
mente eguali in superficie(575. 455. 2 .°).Dunque il triangolo KNM 
eguaglia il parallelogrammo KB quadruplo del triangolo NCB,' 
con cui ha comune l’altezza e di cui ha doppia la base (5^o)jJ 
e perciò KNM è quadruplo di NCB e quindi di NHM. K po- 
tendo altrettanto dimostrarsi rapporto al triangolo massimo 
nel modo medesimo iscrittibile sull’ altro lato LN, è dunque 
manifesta la verità del teorema, dal quale è quindi assai facile 
inferire che tutta la superficie del segmento parabolico LNM 
eguaglia il prodotto di quella del triangolo LNM nella somma 

S della serie i-t- >H-ec. Or poiché si ha in 

4 4 a 4 3 4* 

X 111 

generale ( 53 1 ) — — = i -+- - H i — ^ -4- ec. , è dunque 

x — i x x 2 x 3 

chiaro che fatto a>=4, sarà S= - ; cioè il segmento para- 

5 

bolico LNM è - del massimo triangolo iscritto . Che se sia 

5 

N il vertice della parabola, e il segmento venga perciò tagliato 
in mezzo dall’asse NK, la superficie del semisegmento LNK. 

sarà allora - del rettangolo delle coordinate, fra le quali è rac- 

3 

chiuso. Ma ciò vedremo anche meglio nel luogo accennato (8oo). 

ALTRE CURVE. 

Oltre le Curve Coniche, di tanto uso in Geometria, in 
Fisica e nelle Arti , ve ne son più altre di cui è bene il far 
menzione . 

8oi. I.° La Concoide ni Nicomede. Se per un punto B preso 
65 fuori di una retta GH, si conducano delle rette BQM,BAD ec. 
tali che le parti QM, AD ec. sieno eguali , la curva MDM' 
che passa per i punti M,D ec. si chiama concoide. Il punto 
B è il polo , la retta GH la direttrice , e prese sotto GH le 
parti eguali Qw, A d ec. , la curva mdnt' è la concoide infe- 
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riore o la parte inferiore d' una «tessa concoide . Onde i.° ^ 

GH ne é l’asintoto; a.° D d normale a GH ne' misura la mas- 
sima larghezza; 3 .° se BA>-ziA, la curva è qual si vede alla 
fig. i 65 ; se BAcdA, ha un nodo B ndn' , e allora si chiama ,gg 
concoide annodata ; se BA = dA, il nodo svanisce e resta un 
punto di regresso in B . 1 

802. Per saper se la concoide é curva algebrica, si conduca 
PM perpendicolare ad AP e sia AD — QM=a, AB =b, AP=x, 1 
PM = y : si avrà PQ : PM : AQ : AB , ovvero aJ[ a a — y*) s 

y :: x — ■ b , onde xy=[b-ry) \Z(a* — y a ), equazione 
alla concoide superiore: lo stesso calcolo dà xy={b — — 
y a ) per 1’ inferiore , e l’equazione è la stessa per l’annodata ; 
e se si facesse x=AK ed^=RM, si verrebbe a cangiare x in 
y ed y in x , e 1’ equazione sarebbe xy=(b-bx)y/(a*- x*) ; 
dunque la curva è algebrica del terz’ ordine . Essa può de- 
scriversi con la continua intersezione d’uua riga BCM mobile 
intorno a B; e d’ un circolo descritto col raggio CM=a, che 
si farà muovere in modo che il centro C sia sempre in HG ; 167 

basta allora che la riga passi costan|emente per il centro del 
circolo . 

8 o 5 . Possono anzi formarsi infinite concoidi differenti so- 
stituendo al circolo una curva qualunque CM e al centro di ,gg 
esso un punto fìsso Q dell’asse di essa. Troviamone l’equa- 
zione . Condotte MP, AB perpendicolari alla direttrice, e fatta 
AP=x, PM=r, CP=s, CQ=a,AB=ò, sarà PQ(s-o) : PM(j ) 

'VY 

: : AQ ( x -+■ a — z ) : AB (ò) ; onde z^a-y _L_, valore che 

b-+y 

sostituito nell’ equazione della curva CM, dà quella della con- 
coide MD. Per esemp’o, se la curva CM è un circolo il cui 
centro sia Q, si ha y" 1 =iaz — z a , che dà xy=(b-+y)y/(a*— r a ) 
come sopra : e se la curva CM è una parabola deli’ equazione 
y^—fz , allora J^-\-by’ 1 ~~ apy — apb—pxy è l’equazione della 
■concoide parabolica . 

804. II. 0 La Cissoide di Diocce . Se condotta al circolo ANB 

del raggio CB la tangente QB^ e le rette AQ a varj punti di 169 
essa , si prenda QM=AN , la curva MAm, che passa per i 
punti M , m così determ'nati , si chiama cissoide . 

8 0 5 . Per trovarne 1 * equazione , conduco OM parallela ad 

Marie P. IL 4 
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AP, ed MP,NG perpendicolari; fatta AP=.r, PM=7 - , e AB=a 
diametro del circolo genitore , essendo AN = MQ, sarà AG=? 

PB, ed AG [a—x) : GN ( V ( ax—x» ) ) : : AP (x) : PIVI (y) = 
y» / JQ J 3 ■ * « 

— , onde y 9 — — , equazione cercata , da cui si 

( a—x ) a — x s, 

vede i.° che quando ,'f = o, anche y=o\ e però la curva passa 
per 1 ’ origine deU'ascisse; a. 0 che se x—^a , si ha y —-± , 
cioè i due rami della cissoide tagliano la circonferenza a di* 
stanze eguali da A e B; 3 .° che se x—a,y è infinita, e che 
perciò BQ è l’asintoto della curva ec. (7C8) . 

806. III. 0 La Logaritmica. Preso un punta A sull’indefi- 
nita HG e alzate dell' ordinate PM che abbiati per logaritmi 
le loro ascisse AP, la curva BMm, che passa per l’estremità 
di queste ordinate , dicesi logaritmica . Sia AP— x, PM=f, 

A= al modulo, «=2,7182818 il cui logaritmo iperbolico é 1 


(410) ; sarà .r= A(? =r/e , onde y = e x , che dà y-=-e , e- 

quazion della logaritmica Essa mostra 1° che questa curva è 
trascendente (738) : 2. 0 che l’ ascisse x, x' della stessa ordi- 
nata y in diverse logaritmiche, o i logaritmi dello stesso nu- 
mero in diversi sistemi , sori come i moduli A , A' ; 3 .° che 
quando x=o, si ha y— 1 = A B ; 4. 0 che se x=AE=AB=i , 
1 z 1 

• A , A . A . , . 

si ha y=b.t = e , e pero se 111 y—e , ad e si sostituisca 

EF=a, sarà sempre y=a*: onde se l’ascisse formati la pro- 
gressione aritmetica — f 1,2, 3 , 4 ec. , l’ordinate formeranno 
la geometrica fi- a 1 , a 3 , a 3 , o 4 ec. , e però la logaritmica va 
all’ infinito di là da AP . Ma prese verso AQ 1 ’ ascisse nega- 
tive x= — 1, —a ec. , 1 ’ ordinate diverranno I , ec. , cioè 

a d * 

la curva ha un ramo infinito BO, di cui la direttrice o asse 
GII é 1 ’ asintoto . 

807. IV.° La Ciccoipe . Se un circolo AG giri sopra una 
retta Va, finché il punto ohe toccava sul principio questa retta 
in A, la tocchi un’ altra volta in a , questo punti) descriverà 
una curva chiamata cicloide o trocoidc . Ella è ordinaria 
quando il circolo genitore non ha altro moto che quello della 
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sua rivoluzione : ma se ha di più un moto di traslazione o 
nel medesimo senso o in senso contrario, ella è o allungata l " / 1 
o accorciata . Nell* ordinaria la base Aa eguaglia la circon- 
ferenza del circolo genitore; è più corta nell’accorciata, mag-' 
giore nèir allungata . Il diametro BC del circolo genitore si 
chiama asse della cicloide quando è normale al mezzo della 
sua base : il punto B è il suo vertice , e BC la sua altezza 
maggiore . 


808* Posto ciò, condotte MP normale a BC , e le corde e- 
guali MF, OC , avremo FC=MO; dunque poiché FC = AC — 
AF=BIOC— FKM=BIOC-OLC=BIO , la parte MO dell’or- 
dinata MP é sempre eguale all’ arco corrispondente BIO del 
circolo genitore . Inoltre il resto OP è il.se^o del medesimo 
arco ; dunque chiamando MP (r), BIO (</) , si avrà per equa- 
zione alla cicloide ordinaria, j=~u-+senu . Per generalizzarla 

si farà MO= - BIO , il che convitine alla cicloide o ordina- 
a 

ria o accorciala o allungata , secondo che b è eguale o mino- 


re o maggiore di a , e si avrà _ u-\-senu . La ciclòide è 

a 

dunque una curva trascendente (708) . 

809. Se il punto per descriver la cicloide si prenda dentro 
o fuori della circonferenza , la curva descritta sarà un’ altra 
specie di cicloide ; e se il circolo si faccia girare sulla cir- 
conferenza d' un altro circolo, la curva descritta da uno dei 
suoi punti , sarà un’ epicicloide . 

810. V.° La Quadaatqice di Dimostrato. Se la retta AG tan- 
gente al circolo in A si muova uniformemente e parallela- 
mente a se stessa lungo il diametro A a, mentre il raggio AC 
gira uniformemente intorno al centro C verso il punto E, in 
modo che AG e AC si confondano con CL nel momento stes- 
so ; 1’ intersezione continua di queste due rette da la curva 
AMD , chiamata quadratrice , dalla cui descrizione segue 
che uno spazio qualunque AP, percorso dalla retta AG sta 
all’ arco circolare AB descritto nel tempo stesso dèli’ estre- 
mità del raggio, come un altro spazio AC percorso da quella 
retta , all’arco corrispondente ABE descritto dal raggio. I atta 
dunque AP=z, PJVl=j-, AB=u, AC—r—i, ABE.= yo°— c, si 


ics 
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avrà i. # x : u : : ■ : c , onde u—cx ; a.® CP : PM : : CA ; 
AG , ovverw i ~ x : y : : i : tangu , onde j=(i — x) tang ex, 
equazione alia quadratrice quando l'origine dell'ascisse è in A. 

8ii. Se sia in C , cangio x in i — x, ed ho u=c(i — x) ed 

y—xtangc (i— x)=( 644) xcotcx=(656') — — — ec. : 

c 5 5 2 ò 

onde quandox=o, sarà > ?'=CD = — , e però se si conoscesse In 

c 

base CD della quadratrice , si avrebbe subito la quadratura 
del cipcqio j di qui è venuto il nome alla curva . 

8 13. Se sia descritto col centrq C e raggio CD il quadrante 

PLK. , sarà (564) ' : DLK. : s i : c ; dunque DLK=;i=:CA, 

'• V" c 

Cosi PC=* all’ arco LD ? perchè - : KL i : u :: i : c( i—x); 

6 

onde KL=i — x=; AP , e PC— LD. 

8i3. Prese le ascisse qegative AP?, e sostituito il loro va- 
lore nelja prima equazione , avremo jr= — (i-kt )tangcr, che 
dà l'ordinate negative P'M’ . Quindi la curva ha un ramo 
AM 1 , di cui la retta QN condotta alla distanza AQ=r=i, è 
1' asintoto i poiché fatto .r=i, viene y — — 2=0. 

Ben si rede i.° che la retta AG e il raggio CA seguitando 
a muoversi dopo essersi confusi in CE, formano la parte Da 
della quadratrice : 3.° chq se la curva fosse geometrica , si 
avrebbe qualunque angolo d’ un dato numero di gradi , come 

O 

di - — « bastando dividere AC in P onde AP : AC : : i : m , 
m 

e condfir 1' ordinata RM e il raggio CB : 1* angolo ACB sa- 

O 

rebbe — , poiché x : i : : u : c : : i : m. 

m ■ ' 

8i^. VI. 9 La Spirale ni Archimede. Si chiama cosi la curva 
ORMA descritta da un punto C che si muove uniformemente 
lungo il raggio CA, mentre il raggio stesso si muove unifor- 
memente intorno al centro C , in maniera che quando il rag- 
gio ha percorsa la circonferenza intera , questo punto si 
trovi confuso col punto A . Se prolungato il raggio CA , gli si 
faccja lare una seconda rivoluzione , mentre il punto C cor- 
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tinua ad allontananti dall’ origine del suo movimento , si de- 
scriverà una seconda spirale , poi una terza ec. : o piuttosto 
queste spirali saranno una sola curva, le cui rivoluzioni pos- 
sono accrescersi in infinito . 

8 1 5 . Posto ciò , 1 ’ ordinala CM ( y ) : raggio CA (a) : : arco 
ADBN, ascissa corrispondente (x): circonferenza ADBNA (p) : 

dunque 1 ' equazione alla spirale d’ Archimede è y = — j 

onde i.° la curva è trascendente} a. 0 passa per il cèntro C, 
poiché x=o dà y — o ; 3 .° passa altresi per A, poiché x=p 

àx r 

6à y—ti ; 4. fatto x=pH-tfY Te^uaziorie diventa j-=a-+* — , 

è perciò dati ad x' i valori che son tra o e p , la spirale la 
lina seconda rivoluzione che termina all' estremità d’ un rag- 
gio doppio del primo ; e ne fa una terza , una quarta ec. se 
x—zp-bx", x= 5 p-bx"' ec. 

816. V1I.° La S virale Parabolica . Presa sopra un raggio 
CN una media proporzionale NM tfa l'arco AN e una retta 
data g , la curva che passerà per i punti M determinati cosi, 
sarà la spirale parabolica . Sia dunque A IV = x , CM =.y , 
AC=a, ed avremo y=a — \/gx equazione in cui sostituendo 
p- 4-x, 2 p-bx et. in luogo di x , troviamo che qUastu curva 
può fare un’ infinità di rivoluzioni intorno al centro C, e che 
perciò è del numero delle spirali . 

817. Vili. 0 La Spirale Iperbolica. Suppongo che dal punto' 
C preso per centro sull’ indefinita CP si descrivano degli ar- 
chi AG, QM, PO ec. eguali iti lunghezza, e che per le loro' 
estremità G, M, O ec. si faccia passare una curva CK.GMO . 
Questa sarà una spirale iperbolica ; e ben si vede che presa 
CB=AG — QM = PO ec. ed alzata BR parallela a CP, ella ne 
sarà 1’ asintoto , perchè può solamente incontrarla quando il 
raggio CM sia infinito . 

818. Sia il raggio CA=a , AN=x , CM=t', AG = QM ec. 
= b ; si avrà x ; b : : a : y , onde xy=ab . Ora sostituiti ad 
x dei valori p-bx, 2 p-bx ... mp-bx, si avrà successivainante 

ab ab ab , , 

y =•• , y= . . . r = — ; onde crescendo 1 a- 

p-bx 2p-bX tnp -|-X 


173 


1 

/74 




k 


M . . ; 

scissa , scema 1’ ordinata , la quale diviene zero solo quando 
m é infinita ; dunque la spirale iperbolica fa un' infinità di 
(tiri intorno al contro prima di giungervi . 

819. IX. 0 La Spirale Logaritmica o Logistica. Si chiama 
' 7 ® spirale logaritmica la curva che taglia sotto uno stesso angolo 
tutti i raggi CM condotti dal suo centro C, cosicché la tangente 
MT fa sempre un angolo stesso col raggio CM . Questa curva 
ha molte proprietà che non possono ben dettagliarsi senza il 
calcolo differenziale ed integrale . 

ti 

LUOGHI GEOMETRICI 


J 77 


Costruendo 1' equazione y 2 — 2 ax — -*' a »i trovò (7 5 1) che ne 
risultava un circòlo : questo circolo ai chiama il Luogo Geo- 
metrico dell' equazione j 5 =iai — x J . 


820. In generale il luogo d' un' equazione è la linea de- 
scritta secondo il rapporto delle x e delle y che l'equazione 
contiene , rapporto che somministra le costruzioni: geometri- 
che de\Y equazioni indeterminate ; così si chiamano tutte l'e- 
quazioni a due variabili , e se ne distinguono i gradi dalle più 
alte potenze di queste variabili. Cominciamo da) primo grado. 


821. Ogni equazione di questo genere può esser rappresen- 

, . . , hr cm . », 

tata da ayzzbx-i-cm, ctoey= — f- : si tratta di trovarne il 

: a a 


luogo geometrico . Sia AP=x la linea dell' ascisse di cui pongo 
1 ’ origine in A ; sia PM un’ ordinata y che farcia con AP un 
angolo dato APM • Presa ora sopra AP una determinata AB —a 
e parallelamente a PM condotta BD=ù, i triangoli simili ABD, 


fax 

APN daranno a : b : : x : PN= — ; dunque se la data equa- 

a 

<• 1 

bx 

zinne fosse j — — , la linea AN sarebbe il luogo cercato. Ma 
. a 


poiché il secondo membro ha di più — , lePNdebbono esse- 

a 

re accresciute di questa quantità / perciò alzata sopra AP pa- 
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Cftì 

rallelamente a PM una AE= c condotta per E l’indefinita 17^ 

a 

M’M parallela ad AN, aari PM =4r =PN-t-NM = 

a a ’ 

onde la retta M' M é il luogo della data equazione . Se C - 2 L 

a 

fosse negativa , le PN dovrebbero diminuirsi di questa quan- 
tità , il che si fa conducendo AE' sotto ad AP e per E' una 
parallela IVI . VI" ad A\ , ed MM" é il luogo dell’ equazione 

y = — — : la parte OM corrisponde al valor positivo di 

a a 

y, e il suo prolungamento OM"a quello di — y ; onde può 
concludersi in generale che la linea retta è il luogo geome- 
trico di tutte l' equazioni indeterminate del grimo grado . 

822. Quelle del secondo posson tutte ridursi alla formula 
j*-\-axy-irbx' x -±cx -'rdy-yf = o 

la cui costruzione dà la natura delle curve espresse da equa- 
zioni del secondo grado , qualunque sia 1’ angolo delle coor- 
dinate . Risolvo pertanto quest’equazione, presa y per inco- * 
gnita (197), e poi fatto y-\r 4 a.r-t- 4 d—u , trovo u 2 -+- (A — 

a 1 ad , „ (P 

— ) a 2 -*- (c 

4 


ad 


<P 


> 7 !) 

180 

■ Ui 


— ) x ~^f— — =0 . Or per costruir . 1 ’ cqua- 
2 4 \ 

zinne y -t- A d=u, supposte le coordinate AP-=.r , )r .g 

PM=y nel dato angolo, conduco AB = A d parallela a PM 

( sotto AP se d d positivo ), e per mezzo di BO parallela ad 

AP ottengo MO =y -+ 5 d. Sopra BO prendo ad arbitrio 

BE= 1 , e condotta EF= 4 a parallela a PM , e per B ed F 

1 ’ indefinita BFN , i triangoli simili BEF , BOV danno ON= 

4 ax , c perciò MN=u . Ma le coordinate AP=j? , MN=« 

non sono in angolo tra loro come bisogna; e però per ridur- 

velc , sia BN=z e la retta nota BF=ri (682); si avrà n: 1 :: 


z : x— - , ed w 2 -t-(A— - ) h(c— — ) - •+/ — - = o . 

n 4 »* a n 4 

Qui può accader i.° che A= — , nel qual caso j' ì -yaxy- J rbx 1 


Dia 


È 


56 

1 Cf 2 

è un quadrato perfetto ; 2 .° che b> — ; 5.° che b < — : sic- 

4 4 

chè questa equazione 6 suscettibile delle tre seguenti forme , 
I. u a — gzH-r=o, II. u a -t-gz a — rz — s—o, III.u a — g* a — - rz — s=o- 

823 . Onde i.° se nella I® u' 1 —gz~r=g{z — — ) si faccia 

« 6 

z — -=/, sarà u a =sg/, equazione alla parabola (^ 48 ). che col 

6 ‘ 

parametro g , coll’ angolo M1VC delle coordinate , e coll’ori- 
gine C del diametro , determinata dal caso di f=o che dà 

% « 

z = - =BC, facilmente si descrive ( 762 ) -, a.‘ : se nella li.* 

6 ‘ 

iì'* f j s r 2 , , 

u x -rez'*—rz— s = — -t-* a — - — — o si faccia z a — 

* 6 6 6 46 a 4 6 J 

'!Ì_i_Z_=t a , sarà u a =g ( - — — t a ) , equazione all'ellisse 

» a 4 6* 


79 


6 4 6 a 

lì* fì* 

che paragonata all’ altra ( 77 5 J y 1 — _ (m a — x a ), dà __ = g , 

, onde m— _L v /(r a n- 4 gr)=CD,ed n= m/> /g= 


j , r*-i*4 8* 


26 


‘vti ‘ +4 ’ ) =CG, coi quali semidiametri e col centro C 

t r 

determinato dal caso di t=o, da cui si ha z— — = BC , é 

'2 g 

u 2 

facile descriver la curva ( 779 .II.): 5.® se nella HI.* _ — s a — 

s 

rz s r 2 r 2 . r . a rz , r 2 . 

« 1 =o si faccia z 2 - 1- — -4- = t 2 , sarà u 2 = 

6 6 4g a 4g a 6 4S a ‘ 

*^° g(i a H-^— — — ), equazione all’iperbola, il cui centro C è deter- , 

4s J 

minato dal caso di l—o, da cui si ha z— = BC;equan- 

*6 

to ai semidiametri , se 4 g*> , r a » paragonala 1 ’ equazione alla 

Ttì 2 1 

sua analoga ( 79 $), j*= — . (x a -+n a ) , avremo m=; — \f 4 ^— 

n 2 g 
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r 2 ), ed - L^: ma se 4 gr-Cr 2 , l’equazione di con- 180 

franto sarà ( 7g5 ) y -1 — — a (x 2 — m 2 ) che dà m = — V (r 2 — 46 *) 


ed 


n= — 4i ^ i onde la curva si potrà sempre de- 

scrivere (79g.II.jl. Che se nell’ equazione primitiva (822) mari- 
chi y 2 , si libererà x 2 dal sUo coefficiente, e si avrà un'equa- 
zione x 2 -+-a/x -t- Ax -t- py-+ej =x 2 M- ( ay-\-b ) x -+py-+q-+ 

=0 , e fatto x 2 -r ( qj'-l-A ) x-t- . • • 

^£lt^ a =u 2 , l'equazione u 2 - -+^7-° 4arà 

all’ iperbola e si costruirà come la terza formula . Infine se 
manchi anche bx 1 , liberato xy dal suo coefficiente , resterà 
un’equazione xy-+ax-+by— p=o , ove fatto b-+x=u , si ha 
y u-yau — ab — p— o, e fatto y-ya=z, viene uz=ab-+p , equa- 
zione all’ iperbola tra gli asintoti i onde poste le coordinate 
AP, PM nel dato angolo APM, prolungata AP verso D , finché 
sia AD=sA, e condotta DC=a parallela a PM , si descriverà 
tra gli asintoti CQ, CK. I’ iperbola della potenza ab-y-p (789. 
79g.II.) , e sarà QM=a-r/=J , QC==A-t-x=u e QMxQC= 
uz — ab-ep . 

814. Segue da tutto ciò che qualunque, equazione indeter- 
minata del secondo grado appartiene a una sezione conica , 
e che la sua specie dipende dai tre primi termini y*-+axy- 4 - 
bx’ ì della formula generale . Perciò : 

I. ° Se questi tre termini formano un quadrato perfetto, 

«j 

cioè se b — — , o se non resta dei tre primi termini alti a 

4 ‘ 

che y* o x 2 , 1' equazione apparterrà alla parabola . 

II. 0 Se b>£, 1 * equazione è airelliase, che per altro 

4 

diviene un circolo quando C’D=*m=CG=n=»wy'g(825), C *°A 
g— 1, e l'angolo BNM è retto allora BE 2 = t =BF 3 -fF£ 2 = 

n A -+ — (822) ; e poiché gz=(b— a — ) *- =s , si ha A — « 2 -f- 

4 4 n * 


lèi 


182 


'79 
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~ — i ,e l equazione primitiva diventa j a -*«x^-4-x 2 H-c.r_f. 

dj-+f=o. 

111 ° Se b< 1 , 1’ equazione é all’iperbola, quand’ an- 

the b eia negativa i e « ^ r ,l' Specola è equilatera . Se 
manca uno dei quadrati y\ x\ restando il rettangolo ay , la 
curva è egualmente iperbole e se j», *» mancano nel tempo 
stesso , 1 equazione è agli asintoti 4 , 

8 a 5 . Può accadere che l’equazione proposta non sia real- 
mente del secondo grado » tale è yt-xj'-r l!=a 2 ; la sezio- 

(' i 4 

ne Conica eh' essa rappresenta, degenera in linea retta, come 
dee succedere per una parabola il cui parametro sia nullo , e 
ebe perciò si confonde col suo asse. Che se l’equazione pro- 
posta implichi contradizione, il calcolo lo farà conoscere colle 
operazioni che indicherà , come conducendo a descrivere un 
circolo di raggio immaginario cc. 

% * • • • - 

Problemi indeterminati del secondo grado 
■ ‘ • '■ - - s : ' ' : - ' 

826. I. Dati i due punti A e B, trovare il luogo di tutti i 
punti M tali che 1 ‘ angolo AMB sia sempre lo stesso . Con- 
dotta MP normale ad AB, sia AP^a-, PM^, AB=a, tang AMV 

= t ; avremo ( 67$ ) tang AMP = - , e lang BMP= 

y :: y 

.Dunque ( 641) t= 


-5 — — -A il che dà j'Mx 2 — ax— fi’ =0, 


equazione al cìrcolo (824). Ne compisco i due quadrati e sarà • 
( y — - ■+ ( ^ a — ^) a== -— - 4 — — j poi divido AB in mezzo 


fi 


nel punto F , dal quale alzo EF= — perpendicolare alla stes- 
sa AB, e col centro E e raggib AÈ= 4 /f a ~- -±'J— ) descrivo 

. V” V\4 

il circolo AMB, che è il luogo dell’ equazione; poiché con- 
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dotta EQ parallela ad AB , ho EQ= * a—x , MQ=f " ^ ' 

dunque ec. Or essendo EF ( = — ) t (= / a ) 5: ^(—0 • 

tc=tang AEF (676),! due angoli A MB ed AEF hanno una stes- 
sa tangente tj dunque condotta AT in modo che 1 angolo TAB 
sia eguale all’ a hgolo AMB, la retta AE perpendicolare sopra 
AT incontrerà EF nel centro del circolo cercato . 

827/11. La data retta AB si muova nell’angolo acuto BCA ^ 
in modo che le sue estremità A e B stiano sempre sui lati 
dell’angolo dato : cerco la curva descritta da un dato punto M 

di AB. Condotta PM parallela ad AC , sia CP=r , PM==y , 

n.T 

AM=m, BM=n, corACB = corMPB=c : avrò BP= —, e il 


triangolo MPB darà (681) 


tcnry 




:v a — « a - 1- ovvero y 3 — 

J ni* 


z ncry ^n' 1 * ' 1 _ n i =Q} equazione all’ellisse ; poiché 

m ni 1 m ; m 


cioè i>c (824) • Faccio r— 


2 .3 * 

avrà u 1 - 4- n * 1 ^-«a— n. Presa dunque CE= 1 , e condotta 
m 3 

EF= — parallela ad AC, se si conduce CFQ, si avra QM— 11. 

m 

' ; ‘ ’■ • ■ z V -• 

Sia dunque CF=/. CQ=* ; si avrà x=. _ ; dunque u 3 = .... 
n —L— ( 1 m . — z 3 J . Quindi i semidiametri conjugati CO e CG 

tn' x P\ * a / \ - ' " 

, • J ■ '* , 1 /* • * «Vi * 

saranno respettivamente espressi per J — e per n, e poiché si 

conosce 1 ’ angolo GCO, è facile descriver l’ellisse (779. II). Se 
P angolo ACB sia retto, 1 ’ equazion primitiva diventerà y 3 = 

n i > 

— (m 3 — x 3 ) , e apparterrà a un’ ellisse dei semiassi m , n • 

m 1 

Quindi dati gli assi potrà descriversi l’ellisse ; essendo il mag- 
giore 2a , il minore 26 , prendo AM=a , MB=ò e muovo AB 


.... .1 


cnx 

m 


=u, e posto re«MPB=r, si 
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tra i lati d‘ una squadra ; il panto'M descriverli il quarto d'ec- 
lisse richiesta . 


828. III. Data la parabola NAK , trovare il luogo di tutti i 
punti M tali che le due tangenti NM,KM faccian sempre l'angolo 
stesso NMK . Condotte MP, RL, NQ normali all'asse AQ,- sia 
AP=x, PMi/, NQ=r, KL=u, il parametro della parabola 


=p, ta/igP/MR=t, onde AQ=AT= — , AL=AS= — (74#. 

P P 

^ 5 S], e attesi i triangoli simili TJPM, TQN, ed SPM, SLK, 

3 z 3 z 3 , 2 U 3 U 3 

avremo : s : : — — x : y , e anche ~ : u : : x — — : r , 

P P P P 

e di qui * = rHV ( r*-+P x )> “=— ?-*-*/ ( ). «-+•=— 

V {y*+px ) ed uz~pjc . Ora NMK=NTQ-4-RSL (483) , é 

perchè ( 676) wngN'l'Q= e la/igKSL= — , sarà ( 641 ì 

as 2 a 


a p(u-f-z) __ 4V( y*-+px )' 

4 uz—p 3 4 x—p 


e quadrando , y 3 =xt 3 ( ( x- 


~ ) a — ), equazione all’ iperbola (824) . Sia x— £ ? inr 

pi , , . 

tp, e verrà y 3 =l 3 (<p a — — — ( t 3 -(-i) ), che paragonata con 

■ . 1 

h 3 t. > . • 

— ( x 3 — ni 3 ) (823) e chiamato s il seno dell'angolo NMK', dà 

”‘ À . . . . ; 

m = JL ^ ( r 3 — t- 1 )=(G57) — ed n=— : onde diminuendo le 

2< 3 ' 1US 2S 


a 1 di AC— £.-4 - JL , 1’ iperbola del cantró C è dei sbollassi 

1 4 2i2 v 

CD=m , CG=n , sarà il luogo dell’equazione . E si osservi 
i.° che se 1’ angolo NMK sia ottuso , la tangente t sarà ne- 
gativa : ma ciò bulla cangia nclP equazione che contiene sole 
potenze pari di t : onde dei due rami iperbolici MDm,’M'dni', 
quello soddisfa al problema qoando il dato angolo è acuto , 
questo quando è ottuso : 2. 0 che se il dato angolo è retto, si 
ha t— co (635), onde la' linea cercata è la direttrice della stes- 
sa parabola ( 749 ) : cosicché due tangenti della parabola 
Che partono da un punto della direttrice , forman sempre un 
angolo retto . 
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829. IV. Far passare una Sezione conica per cinque punti g 
dati A, C, D, B, E . Per due di qu.e»ti punti conduco AB e 
dagli altri punti le perpendicolari CF, DH, GE sopra di essa, 

e poi suppongo che l'equazióne della sezione conica cercata 
sia ay' 1 -+bxy-+cx‘ 1 -hdx->rf y-*-g=o , e faccio Al==p, FC=q, 

AG =p’, QE=q' AH =p", DH==<?’', AB~p"'. Quando x=o 
sarà y=o, onde g=o, e però l’equazione si riduce ad oy a -f- 
bxy-i-cxl-t-dx-t-fy—o. Quindi secondo che x=p, =p', =p”t 
=p"'. «i ha y~rq, — —q', =?q", =fO : sjcchè si hanno le quafr 

tro equazioni , aq % - 1 rbpq-k-cp' > ->rdp-\-fq= o aq'q' — bp'q'-h 

Cp'p'~+dp'—Jq' = p .... eiq’'q’ , -+bp"q , '-ycp"p"-+dp"-t-fq"—o ...., 
cp"‘ p"' -+dp"' =0, da cui si avranno i valori di b, c, d t J. che 
sostituiti in ay‘*-\-bry- J rCx*- J rdx-±fy—o , danno 1’ equazione 
della curva cercata . Il metodo può applicarsi a risolvere un 
somigliante problema per le linee del terzo e del quarto grado . 

830. Cosi si trova per approssimazione la legge di piò 
quantità legate insieme con certi rapporti . Suppongo per e» 187 
sempio le tre quantità BC , DE , FG dipendenti da tre altre 

AB, AD, AF; si vuole in generale una legge che unisca que- 
ste sei quantità . Immagino l’iudelìnita AF, e riguardo le sue 
parti AB , AD, AF come l’ascisse d’ una curva CEMG ; sup- 
pongo che ogni ordinata y sia una funzione indeterminata A-t- 
Br-+-Cx a -i-ec. dell’ascissa corrispondente ( se le date quantità 
fossero quattro BC, DE, PM, FG, prenderei quattro termini 
per esprimere questa funzione } . Or giacché si ha y— A~h 
Bx-*-Cx a , faccio AB=u, BC=6, AD=a', DE=Ò», AF=a", 
FG=ò", onde le tre equazioni ò = A-4-Ba-+-Ca a ... b'= A-+-Ba'-+- 
Ca'a' .. ò"=AH-Ba"-fCa"a'', con cui si determinano i coeffi- 
denti A, B, C, e l'equazione approssimata della curva CM , 
ove una quantità AP dipende da un’ altra PM, come AB di- 
pende da BC, AD da DE ec. Tale è il Metodo dell' Interpol 
laiioni . 

83». Con questo si ha l’equazione approssimata d’una cur- 
va segnata a caso sulla carta . Basta 1.° abbassar delle per- 
pendicolari da varj punti di questa curva ( e in particolare da 
quelli ove cangia molto di concavità ) sopra una retta presa 
per retta dell'ascissc: 2. 0 supporre che l’equazione della curva 
sia i y = A-t-Bx-+Cx :, -i-Dx 3 ec. in cui si fanno entrar tanti coef- 
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fidenti indeterminati quante son le perpendicolari abbassate: 
1 ' 3.° determinar coinè sopra i coefficienti A, B, C, D cc. 

i i 

Problemi determinati fino al quarto grado 

852. I luoghi di due equazioni indeterminate del secondo 
grado posson costruirsi sulla slessa retta dell' ascisse, con la 
stessa origine e nello stesso angolo delle coordinate . In tal 
caso le due curve si taglieranno in punti tali che 1* ordinate 
corrispondenti a questi , saranno te radici dell* equazione de- 
terminata che si avrebbe riunendo le due equazioni in una ; 
che non contenesse altro che x o y. Heciprocamente se un’e- 
quazione determinata del terzo o quarto grado si divida in 
due che contengano x ed y , cosicché eliminando x a y si 
ritrovi la data, è chiaro che costruendole come sopra, i punti 
d’ intersezione delle due curve avranno per coordinate i valori 
dell’incognita: così se nell'equazione x i >-bax^-hbx' 1 ^-cx-+- 
d=o si faccia x^^py, sarà p^y^-hapxy -4- bpy -+ cx-f-d = o , e- 
quazione a una sezione conica che costruita con la parabola 
dell’equazione x^—py, taglierà questa curva in dei punti , le 
cui ascisse corrispondenti saranno i valori di x . Quando la 
data equazione ha quattro radici reali , le due curve si ta- 
gliano in quattro punti; quando ne ha due sole , si tagliano in 
due; se tutte sono immaginarie, non si ha intersezione ; con 
radici eguali, le curve si toccano ; e perchè a’ incontrino in un 
numero di punti eguale a quello delle radici reali ed ineguali, 
si prende l’equazione d’una delle due curve con y alla sola 
prima dimensione . Del resto, il metodo, sì bello in teorica , 
è stato in pratica quasi abbandonato per l'impossibilità di de- 
scrivere esattamente le Curve . 

853. I. Date due rette a , b , trovar tra esse due medie pro- 
porzionali x, y. Poiché per ipotesi -rr a : x : y.b , sarà x'^—ay 
ed y*—bx j onde costruite le parabole di queste equazioni con 
la stessa retta dell’ ascisse, lo stesso vertice e Io stesso angolo 
delle coordinate ( che ordinariamente si suppone retto ) , esse 
daranno con le loro intersezioni i valori cercati di x, y , Ma in 
generale non si costruisce un'equazione del terzo o quarto gra- 
do senza far uso del circolo, curva tanto più comoda a descri- 
versi . Che se per introdurre il circolo nelle soluzioni di questo 
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genere, occorre talvolta una certa destrezza, vi sono enche dei 
casi, in cui si presenta da se- Per esempio , sommando le due 
equazioni x 2 — ay=o, — bx = o, e supposte le coordinate in 

angolo retto, nasce l’equazione al circolo a 2 -t -^ 2 — ay — bx=o . 
Descritta dunque una parabola AM del parametro b sull’ asse 
AP, essa sarà il luogo dell' equazione t y 2 — fcjr.Per trovar quello 
di x 2 -t-/ 2 — ay — bx= o, sia x — A b—u, e y — A <j=z : avremo 
u 2 -+z a = £ (n 2 -t-ò 2 ) , e condotta da A perpendicolarmente ad 
AP la retta AB= e per B l’indefinita BCQ parallela ad AP, 
se preso CB= A b si descriva un circolo col raggio GA.esso ta- 
glierà la parabola in un punto M tale che condotta la perpendi- 
colare PM, le coordinate ÀP,PM saranno le due medie propor- 
zionali cercate . 

Supposto b=ia , il cubo di AP sarebbe doppio del 
cubo a-^ t ciò che risolve con poco il problema della duplicazio- 
ne del cubo, si famoso tra gli Antichi. Anzi può generalizzarsi 

\ 

l ,,la . 1 ni ma 

b = — . per trovare un cubo AP J = 

ii n 

che sia ad un dato cubo a 3 nella ragione m : n . 

o 5 /, . II. Dividere in tre parti eguali un arco di circolo BF. 

Suppongo MF il terzo dell'arco BF e oltre le normali 
BOG, MPim sul raggio AF, conduco Boa ed m R normale a BG. 
Poi fatto AP=.r, PM=^-, AM = o, AO=ò, BO=c, i triangoli 
simili AMP , BmR daranno x : y : : c-x-y : x — b , cioè y 2 — 
x 1 ~\-c.y~\-bx=o t equazione all’ iperbola equilatera (824) , che 
costruendosi determinerà il punto M nel quale il circolo e 
l'ipcrbola si taglieranno. Ora essa può mettersi sotto questa 
l'orma ( y-+ ~ c ) 2 — ( x — * b ) 2 = A c 2 — A 6 2 ; dunque ( 8 a 5 ) se 
c>b, 1’ equazione apparterrà al sccond’ asse , e se c<ò , ai 
primo . In quest’ ultima supposizione , dal centro A si con- 
duca AD= *c normale ad AF, e da D si tiri DC= A b pa- 
rallela ad AO ; il punto G sarà il centro dell’iperbola, e se si 
prenda CL— Ci\= iy' ( ò 2 — c 2 ) , e si descriva sull’asse LK 
un' iperbola KM, essa taglierà il circolo nel punto cercato M. 
L’ iperbola opposta M'LM'' taglia il circolo in due punti M' 
ed M”, il primo dei quali dà (662) l'arco F'M' terza parte di 
F'Al'B , ed il secondo determina 1 ’ arco F'M'' tei za parte di 


il problema prendendo 


189 
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F'M''GFB; il punto G non dà soluzione : ma la radice G0= 
— c è quella per cui può diridersi 1* equazione 4.V^‘+4 c .r^ 
3a a j a — a« a cy-H» a c a = o, che risulta dai due luoghi y 1 — a*-+ 
x a =o , y 1 — r a -t-cy-t-ÒJr=o. 

Questi luoghi sommati danno y*-+ * bx+- %cy— A a\ 
equazione alla parabola. Perciò condotta dal punto A paratie* 


lamente a BG la retta AD= I c, si conduca DC= 


b 


pa- 


rallela ad AF, e si descriva col vertice C e asse CD una pa- 
rabola del parametro essa taglierà il circolo ne’ punti 

cercati M, M\ M". Posson variarsi queste soluzioni in molte 
maniere, moltiplicando le due equazioni del problema per del- 
le quantità indeterminate , e sommandone o sottraendone i 
prodotti : il che conduce a delle sezioni coniche differenti . 
tutte egualmente proprie a risolvere il problema. Cosi per ri- 
solverlo coll’ellisse, basterà moltiplicar l’equazione j a -Kr 3 — 
a a =o, per 1’ indeterminata m , e aggiungerne il prodotto alla 

(m— 1 ) 1 *-rbr-ycy— cPm _ 

seconda equazione; si avrà j a H m-v-i — °* 


che appartiene all’ellisse quando m>-i, ed all’ iperbola quan- 
do ma . Si può inoltre determinare m con una condizione 
arbitraria ; per esempio, se si volesse che gli assi dell ellis- 

m — 1 

se fossero tra loro in ragione di p : q, dovrebbe essere— -r- — 


«9 1 


n ? a a -4-p a 

— , il che dà m = — • 

t 9 - 1 ' 

S35. HI. Dividere lo spazio parabolico ACB con una retta 
CM in due settori eguali ACIVf, BCM . Condotta MP normale 
ad AC, sia AP=*. PM=/, AC=a, BC=6, il parametro del- 
la parabola =pi avremo, come ben presto si vedrà , § xy->- 
ly(a-x :)=ACM = § ACB= § ab, ovvero xy-ySay^iab , e- 
quazione all’ iperbola tra gli asintoti Prolungata AP verso F, 
onde sia AF=5AC, e condotta FK perpendicolare ad FA, tra 
gli asintoti FK, FA si descriva una iperbola equilatera della 
potenza *ab ; essa sarà il luogo dell’ equazione xy-+5ay= 
ani e taglierà la parabola nel punto richiesto M . 

Volendosi servir del circolo , poiché fi* = ap ed y 9 — 
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'. 9 ' 


. r °y 

px , sai a x =- 

p o À 


, valore che sostituito nell’equazione 


xy-i-5 ay=%ab , la cangerà in y ì -\-'bb' 1 y — z/> 3 f=o : la moltipli- 
co per y e diviene -+- 36 a / a — ifiy = o , da cui, sostituito 

h**X , 

— ad r a , ricavo aM-5 ax y = o : a questa aggiungo 

a & 

V* 

y 2 —px=o, ed ho y*-\-x*-i-(5a—p)x— — — — o , equazione 

i b 

al circolo . Alzata dal puqto A normalmente ad AP una retta 

fi 3 

AD=— - , si conduca ad AD dalla parte opposta al punto M 


una perpendicolare DC'= £ (3 a — p) ( qui si suppone 5a>p ), 
e col raggio C'A e centro C' si descriva un arco di circolo ; 
quest’arco taglierà la parabola nel punto richiesto M; e PM= 
3 3 

b ( 1/ ( i -*->/ a ) — V ( — 1 "+<y/ 2 ) ) . 

85t>. IV. Trovar le radici dell’ equazione del quarto grado 
x4 — p^x 3 -+p^ifx-+p^r= o per mezzo d’ un circolo e d’una pa- 
rabola . Fatto al solito x^^py , viene y^-y-qx — py~ypr=o ; 
vi unisco x a — py= o e nasce 1’ equazione al circolo x a ~t-^ a — 
2 py-i-(fX-+pr=o . Descritta dunque col parametro p la para- 
bola M'AM"' che abbia AQ per asse perpendicolare ad AP , 
e presa A D=p, DC =‘|9 normale ad AD dalla parte in cui 
è nella figura ( si prenderebbe dall’ altra se fosse negativo ) , 
si troverà che un circolo del centro C e raggio (CA a — pr ) 
taglierà la parabola nei punti M, M', M", M'", che determi- 
neranno le radici dell’ equazione , due positive , cioè R1Q , 
M'Q', P altre negative. Se l’equazione da costruirsi fosse 
a:4-(-p a x a — p^qx-i-p^r—o , presa al solito x^^py , si avrebbe 
y^-hx 1 — <jx-\-pr=o, equazione al circolo come nel caso pas- 
sato , ma più facile a costruirsi . 

Si cerchino ora le radici dell’equazione x4— pqx a -+ 
/s a rx-t-p a /w a = o per mezzo di un circolo e d’ un’ iperbola tra 
gli asintoti . Presa xy=pm , viene ar4 — pqx^-t-p^rx -t-x^ a =j 

o—x’ i -by' 1 —pq-+ E— =x' ì -\-y' 1 —pq-+ESL , equazione al circo- 
x m 

lo. Tra gli asintoti perpendicolari QAQ' , P"'AP' descritte 
1’ iperbole equilatere della potenza pm , prepdo sotto AP la 

Marie P. II. 5 


1 
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retta AC = — , e il circolo del centro C, «ol raggio ^/(AC 2 - 4 - 

2fM * 

pq ) , taglierà 1 ' iperbole opposte nei quattro punti M , M', 
M", M'", i quali determineranno come sopra i quattro valori 
di x con le ascisse AP, AP', AP", AP'". 

837. Per ulteriore esercizio ed istruzione dei principianti 
aggiungiamo, secondo il consueto, alcuni problemi relativi ai luo- 
ghi geometrici, piincipali fondamenti di tutte l’esposte dottrine. 

1 . Fra i lati AC, CB dell’ angolo qualunque ACB sia condotta 
comunque e dovunque l'obliqua FD; trovare il luogo geometrico 
dei punti M tali, che condotta da F la FM, e per M la GP pa- 
rallela ad FD si abbia FM = GP. 

Pongasi CP=x, PM^-j', FD=à, FC=a, corDFC=c. Avremo 

FM a = (668)/ 2 -t-(a;— a) a — acj(.r — a)=GP a =— rj- : d’onde si de- 
durrà (824) che il luogo cercato è un’ellisse se fatto rcnDFC=r, 
sia < is>b , un’ iperbola se as<b, una parabola se 

H. Abbiasi lasemicirconferenzaAGQinclinata ad un angolo qua- 
lunque 0 sopra il piano AQftS, e da ogni punto della mede- 
sima sia calata sul piano una normale. Determinar la curva che 
le normali descriveranno sul piano . 

Condotte PO, PM normalmente al diametro A Q intersezione 
comune della circonferenza c del piano , fatta AP=x, PM=y 
e supposto 1 il raggio della data circonferenza, il triangolo GPM 
rettangolo in M , e in cui 1 ! angolo GPM = 6 ( 58 g) , darà 
coi ù X PG a =( 556 )coi (j (zr — x" 1 ), equazione all’ ellisse (824- II.). 

III. Sulle.rette ad angolo AB, BC sieno prese le porzioni qua- 
lunque AP , BE nel rapporto fra loro di i:m . -Si unisca quindi 
A con E. e da P si conduca parellelamente a BC la PM che in- 
contri in M la retta AE . Si cerca il luogo del punto M. 

Fatta AP— a", PM==x, AB=a, avremo x xy : : « ’■ BE : : a : nix. 

ay 

Dunque .c°=— equazione alla parabola (824 !•)/’ onde per de- 
scriver con facilità questa curva, basterà i.° dividere AB nelle 
parti eguali AP, PP’, P'P", ec.; 2. 0 prender sopra BC le porzioni 
eguali BE, EE' , E'E" ec: 5 .° unire A con E, E', E" ec. infine 
condurre da P, P', P" ec. parallelamente a BC le rette PM, P M , 
P"M" ec, la prima fino ad AE , la seconda fino ad AE' ec. La 
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curva fatta passare per A, M, M’, M” ec. sarà manifestamente ijS 

a 

parabolica, AD parallela a BC ne sarà un diametro, — il para- 

771 

metro corrispondentej quanto poi al vertice, all’ asse e al fuoco 
si troveranno col metodo già insegnato (76» II.'). 

IV. Divisi in m parti eguali i lati AB,ÀC dell’ angolo qualun- jg6 
que BAC, si suppongano contrassegnate le divisioni dell’ uno e 
dell’ altro coi numeri ordinali «, 2, 3 ec., in modo però che in 

uno dei lati la numerazione proceda dal vertice verso 1* estremi- 
tà del lato , e nell’ altro proceda oppostamente dall’ estremità 
verso il vertice, come si vede praticato nella figura. Prese quin- 
di sul lato AB, due divisioni contigue E, D e condotte da que- 
ste le rette DF, EG alle divisioni , che nell’ altro lato son re- 
«pettivamente contrassegnate col numero stesso, si cerca il luo- 
go geometrico della loro intersezione M . 

Sia z il numero delle divisioni contenute ih AF, saranno egual- 
mente z quelle contenute in BD, e perciò ni — z ne saran com- 
prese in AD,m — z — 1 in AE, ez-t-i in AG. Fatti dunque AB=o, 

AC= i, avremo AD——(nì-z),AE~—(m-z-i), AF=Ì, AG=^t-\ 
m m m m 

Posto ciò si conduca da M la PIVI parallela ad AC, e si ponga 
AP=a-, PM=/: i triangoli simili ADE, §DM, AGE, PME da- 
ranno AF:FM.:AD:PD, AG:P M»:AE:PEj d’ onde AF:AF— PM:: 
AD:AD PD , AG.AG— PM:;AE:AE — PE ; cioè introducendo 
i valori stabiliti , e osservando che AD — PD==x= AE— PE , 
z.z — my.za{m z):mx , z-hi:z-t-i — my\‘.a{m — z — i);iwx. Fatto 

nì ^ l 1 — due proporzioni daranno 1.* z a H-Ci)Z-+- 

*n a /=o, 2.* (z-+i) a -+a(zH-i)H-m a - j' := o,dalle quali sottratte si ha 
* = *)• Introdotto questo valore nella prima, e riducen- 

do troveremo u ì =^m 2 y-+ 1 , equazione alla parabola (824 I.). 

Il metodo di cosi descriver questa curva è assai conosciuto fra 
i pratici, se non che 1’ angolo ABC suol da loro prendersi retto, 
il che non è necessario, ma comodo per la più pronta determi- 
nazione dell’ fsse. 

V. Supposta AB perpendicolare al piano MPB, e condotte sul *97 
piano per B la retta PB , e da qualunque punto P di PB la PM 
«ormale a PB, determinare sopra PM un tal punto M, che unito 
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A con M e con P, l’angolo MAP sia eguale ad un angolo datolp* 

Falla AB —a, BP=x , PM=^, i triangoli ABP rettangolo in 
B (582) ed MPA rettangolo in P ( 5 ga) daranno x a =y a cot a $— « a * 
equazione all’ iperbola (824 111.°). 

VI.Sul l’asse APdi una sezione conica, o sul di lui prolungamento 
AO, sia preso un punto qualunque O , e condotta da O la OQ 
a qualsivoglia punto Q della curva , si faccia passar per Q la 
PM normale all’ asse. Determinare sopra PM il punto M tale 
che si abbia PM=OQ. 

Fatta AO=m, OP=x, PIVI— AP—z=xztm , si troverà 
^ a =0Q a =x a -t-PQ a =(aqim) , -t-PQ 3 ; quindi per la parabola, ove 
PQ ^—pz, avremo y*~z 2 -i-z(p qg a/n)*+»i» a equazione all’ipcrbola; 

h a 2 a 

per 1’ ellisse, ove PQ a =-^(2us— s a ) , avremo y 2 — — (a a -£ a )-+ 

q:iM^-t-in a , e quindi un’ iperbola se l’asse AP è il mag- 
giore, un’ ellisse se è il minore, ed una parabola se a=&, cioè 
,se 1 ’ ellisse si cangi in un circolo . Infine per l’ iperbola, ove 
za 2 a /6 a 

PQ a =_(2az-4-s a ), avremo j a — — (a a -+£ a )-+2if — + m 
a a à 2 \ a 

che darà in ogni caso un’ iperbola. 

* 

METODO DELLE PROIEZIONI 

858 . Il metodo, col quale abbiamo fin qui determinata l’e- 
quazione di una curva, ri la curva corrispondente ad una data 
equazione, suppon la curva situata in Un piano medesimo con 
le sue coordinate. Vediamo adesso in qual guisa debba ope- 
rarsi nel caso che le coordinate sieno fuori del piano della 
curva , o che come suol dirsi, la curva sia situata nello spa- 
zio . Oltre non pochi e sommi vantaggi inerenti, come vedre- 
mo, a questa nuova considerazione, essa verrà a farci strada a 
Stabilir 1‘ equazioni della superficie dei solidi , che in modo 
diverso non sarebbe possibile d’ ottenere . Rammentiamo che 
scopo principale dell’ equazioni di una curva o»di una super- 
ficie si è di condurre a ritrovare e segnare tutti i punti che 
loro appartengono , e fissarne la posizione rapporto ad un 
punto noto(72.5). Tutte quelle espressioni analitiche che soddisfa- 
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ranno a questa condizione, dovranno dunque riguardarsi come 
1* equazioni richieste . 

85g. Già avvertimmo (729) che col mezzo di tre coor- 
dinate x, y, z parallele a tre assi concorrenti ad angolo retto 
in un punto noto A, i quali denoteremo con X, Y,Z, si determina 
rapporto ad A la posizione di un qualunque altro punto B, 
comunque situato nello spazio: cosicché se m,p,q sieno i 
valori noti di queste tre coordinate, x—m, y=p , z=q saranno 
tre equazioni, che prese insieme stabiliranno la posizione di 
B, e potranno perciò riguardarsi come l'equazioni del punto B. 

840. Rimane adesso da osservare: i.° che considerati co- 
me positivi i tre assi , debbon considerarsi come negativi i 
loro prolungamenti al di là del punto di concorso (109) ; e 
perciò anche le coordinate x , y , z o i loro valori m, p, q 
dovranno assumersi per negativi allorché il punto dato si tro- 
verà non dalla parte degli assi , ma da quella dei loro pro- 
lungamenti. Che se questo punto sia per rispetto ad un asse 
dalla parte positiva , e per rispetto ad un altro dalla parte 
negativa o del prolungamento , in tal caso risulterà positiva 
la coordinata corrispondente al primo asse , negativa quella 
corrispondente al secondo . Generalmente noi supporremo il 
punto situato* dalla parte positiva degli assi , • riguarderemo 
perciò «come positive tutte le sue coordinate. 

2. 0 Le coordinate x , y , z o i loro valori m , p , q 
equivalgono alle respettive distanze del punto dato ai tre 
piani . Quindi se il punto cada sopra uno dei piani, per esem- 
pio su quello delle x, z, sarà nulla la distanza/?, e la secon- 
da equazione diverrà ^=0. Se cada sopra uno degli assi, co- 
me per esempio su quello delle x, siccome in tal caso si tro- 
va insieme e sul piano delle x, y e su quello delle x, :, sa- 
ranno nulle nel tempo stesso le due distanze p, q e l'ultime 
dite equazioni diverranno perciò y=o , z 1=0. Se infine coin- 
cidesse col punto di concorso degli assi, trovandosi allora in 
ciascuno dei tre piani, saranno nulle tutte le tre distanze, ed 
avremo per equazioni x=o, y~ o, * = o. 

3.° Inoltre si concepiscano tre nuovi piani paralleli 
ai tre primi , e tutti situati o dentro o fuori dell’ angolo da 
questi formato, e sieno X, (o, K le distanze degli uni agli al- 
tri : saranno x— X, y~[ó, z— Jt quelle del punto B ai nuovi 
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i.99 tre piani, o le sue coordinate riferite al punto del loro cdfr- 
corso, nel caso che questi sieno contenuti nell' angolo fatto 
dai primi ; e diverranno x-t a. , y-h (2 » zH-ic nel caso che i 
primi sieno contenuti nell'angolo dei secondi . 

841. Che se con x, y, z vogliansi piuttosto rappresentare 
le coordinate di B riferite al nuovo sistema di piani , quelle 
riferite al primo si cangeranno allora in x-'- Ci, y~hj 2 » *H-*i 
nel primo caso, e in x — a , y — 13 , z — x nel secondo . Qua- 
lora poi alcuni dei nuovi piani fossero situati al di fuori, al- 
tri al di dentro dell’ angolo fatto dai primi , dovranno consi- 
derarsi come negative, c quindi cambiarsi di segno quelle del- 
le quantità ci, /3, * che han rapporto con i piani situati al di 
dentro , e lasciarsi col loro segno le rimanenti . .1 utto ciò è 
chiaro, e già ne demmo altrove un accenno (73o). Resta infine 
a osservarsi che in ognuno dei precedenti supposti, le qunnt»- 
tà x, (3, K equivalgon sempre alle coordinate di uno dei duè 
punti d'origine riferito all’altro. » 

842. Si supponga adesso che tre nuovi assi X’jY'jZ incli- 
nati ad angoli noti sugli assi X, Y, Z concorrano con questi irt 
uno stesso punto A, e date le solite coordinate x,y. z che ri- 
feriscono ai secondi il punto B, si vogliano le coordinate x' , y' , a* 

• che lo riferiscono ai primi. Per chiarezza maggiore sirappie- 
scntino con (x'x) , (x'y) , (x'z) gli angoli che il nuovo #sse X' 
fa con gli assi X, Y, Z : saranno go°— (x'x), 90 0 — (r'j), 90— (x'r) 
gli angoli di questi tre assi con il piano delle y', z'. Or s’im- 
magini che per la sommità della coordinata z, ossia per il pun- 
to B, per la sommità della coordinata y, o per il punto della 
projezione di B sul piano delle x, r (729), e per 1 ’ estremità del- 
la coordinata x o per quel punto dell’ asse X , ove ha origine 
y, sieno condotti tre piani indefiniti p, p', p'' paralleli fra loro 
ed al piano delle y', z', e per conseguenza normali all’ asse X . 
E' manifesto i.° che la distonza del piano p all’origine A ver- 
rà determinata dalla porzione dell’ asse X', intercetta fra l’ori- 
gine e il piano (583 2°) ; 2.°che questa porzione- equivarrà al- 
la coordinata x' del punto B ; 3 .° che 1 ’ angolo di p con z sarà 
90° — (x'z), cioè quello stesso che il piano delle y', z' parallelo 
a p fa con 1 ’ asse Z parallelo ai; 4 ’° che P er l a stessa ragione 
saranno go° — (x'j), go° — (x'x)gli angoli respettivi dei piani p',p" 
con le coordinate y, x> 5 .° che perciò le distanze di p a/>' , di p 
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a p ' , e di p" all’ Orìgine A .saranno zcos{x'z) , y cos(x'y) , 
x cos ( x'x ) (674) . Ma è visibile che la somma di queste tre di- 
stanze equivale alla distanza totale del piano p all' origine A , 
ossia alla coordinata X 1 , avremo dunque x'=x cos[x'x )~ (- 
y cos (a'j-)-t-z cos (.r’z). Medesimamente se si rappresentino con 
(f'x), (y'y)i [y'z ) gli angoli dell’ asse Y' con gli assi X, Y, Z ; 
e con (z’x), (z'y), ( z'z ) quelli degli stessi assi coni’ asse Z',otter- 
t remoy'=zx cos(r'x)-i-ycos(j 'j')-\-zcos{y'z), e z'=x cos (z\*)-t- 
y cos (z'y)-i-z cos (z'z). t 

843. Questa trasformazione dell’ uno nell’ altro sistema di 
coordinate, data per mezzo degli angoli fatti dagli assi fra loro, 
non è sempre la più opportuna . Giova, nell’ Astronomia spe- 
cialmente, piuttosto averla per mezzo delle inclinazioni dei pia- 
ni , e per gli angoli che le loro intersezioni fanno con gli assi . 
A tale effetto si osservi che se col centro in A, cornuti concorso 
di tutti gli assi, s’ immagini descritta una sfera di raggio qua- 
lunque, i piani delle coordinate si cangeranno in piani di circoli 
massimi ( 6 g 3 ), le loro inclinazioni in angoli sferici (697), le loro 
intersezioni e i loro assi in raggi . Sia dunque SPYZ la sfera, e 
i raggi AX, AY, AX\ AY’ rappresentino gli assi X, Y,X',Y'. 
Descritti gli archi X'X, Y'X, X Y, Y'Y, YX, Y'X', prolungati 
i due ultimi fino al loro incontro in P, e condotto il raggio AP, 
è manifesto i.° che 1 ’ arco X'X misura ed eguaglia 1’ angolo al 
centro XAX', fatto dagli assi X'X e che abbiamo rappresentato 
con (x'x) .(842) , onde si ha X'X=(x'~r); come per la stessa 
ragione si avrà Y'X=(j-':r) , X'Y=(x'j'), Y'Y ={j , y). 2. 0 Che 
gii archi YX, Y'X' contenendo l’ angolo degli assi Y, X ed 3 ', X' 
saranno*ambedue di 90°. 5 .° Che i settori PAX, PAX' essendo 
nei piani degli#assi \ ,X, ed VX', il raggio AP rappresenterà 1 ’ 
intersezione di questi piani, e 1 ’ angolo P la loro inclinazione . 
Si chiami frattanto Q quest’ inclinazione, e ip, (p gli angoli che 
gli assi X,X' fanno con l’ intersezione AP : avremo P— 0 , PX=t 
\p, PX'=(p, P'i=ip — 90°, Pt’=Cp — 90°; e i quattro triangoli 
PXX', PXÌ ', PI X', PlV daranno (709. II.) 

I. a cos (x'x) — cos 0 seri \p seti Q-t- cos ip cos Q 

II. * cos (y‘x ) = — cos fi sei ip cos £p-{- cos \p sen $ 

HI.* cos (x'y)= — cos 6 cos \p' t sen Cp-t- sen ip cos Cp 
IV.* cos yy)— cos .{ cos 'p cos (p-t- seri <[• sen Cp 

Si tappi eseuiino adesso coi raggi AZ, AZ' gli assi Z, Z’ e si 
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200 conducano gli archi X'Z, VZ, XZ', YZ', PZ, PZ' . Sari qoi 
pure evidente che X'Z— (x'z), Y'Z=( y'z ) , Z'X=( 

Z'Y = (z'j) . Inoltre dovendo gli assi Z,Z/ esser normali 1 ‘ uno 
al piano XAY, l'altro al piano X'AY e quindi alla loro in- 
tersezione AP ( 5 g 5 ), si avrà PZ=go 0 =PZ', Y PZ=9o°=ì 'PZ' 
e perciò Y'PZ^go — Y PZ'=go°-t fi . Quindi ritenuti gli altri 
precedenti valori, i quattro triangoli X'PZ, Y 'PZ, XPZ', YPZ' 
daranno V.*cos(x's )= — sen 0 seu CP; VI.Ycor (y'z)=sen QcorQ»* 
VII.® cosj^z'x)— — sen ù sen vp; Vili.® cos(z'y)=sen Q cos ;p. 

Infine 1 ’ angolo degli assi Z, Z' essendo eguale a quello 
dei loro circoli massimi (696), avremo IX.*cor(z'z)=cos fl. Or so- 
stituendo questi nove valori nelle formule precedenti , si ot- 
terranno espresse nel modo che si cercava le nuove coordi- 
nate x',y\ z' del dato punto B, o le sue nuove equazioni. 

844 - Ma abbiasi non più un punto, ma una retta indefinita AB 
' 9 ^ con l’origine in A, della quale si vogliano l’equazioni.Fatti concor- 
rere in A i tre assi AX,AY,AZ, s’immagini che sul piano di due di 
essi, per esempio sul piano XAY' delle x , y scenda per AB 
un piano normale, a cui daremo il nome di piano proiettante, 
e sia AD l’ intersezione di esso col piano XAY . Se da un 
punto qualunque B di AB si conduca la BD normale ad AD, 
e quindi da D la DE normale ad AX, saranno AE, DE, BD 
le tre coordinate x, y, z del punto B. Chiamati frattanto u. 0 
gli angoli EAD, DAB fatti dalla projezione AD con 1’ asse AX 
delle X, e con la retta proposta AB, i triangoli ABD , DA E 
daranno le due equazioni tang ce, a-* z=x sec ce tang è- 

Or la prima spetta visibilmente alla projezione AD (821), e, 
dato ce , stabilisce la posizione del piano projettante,* che do- 
vendo sorger normalmente al piano nella direzione di AD é 
, obbligatamente determinato, quando è determinata AD. La se- 
conda, dati ce e 6, fissa sui piano projettante la posizione di 
AB ; ed é dunque chiaro che ambedue prese insieme determi- 
nano la situazione della retta data, e ne son perciò 1’ equazioni. 

848. Se in luogo di sceglier per piano della projezione il 
piano delle x ,y si fosser prescelti quelli o delle x, z o delle 
jr , z , chiamati o>', u" gli angoli fatti dalle due nuove projezio- 
ni nel primo caso con 1’ asse delle z , nel secondo con quello 
delle y, e (}', Q" quelli fatti con la retta data , avremmo avuto 
nell' un dei casi cc=z tang u',y=z sec u'tang , e nell’ altro 
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s—f tang u", r*/ s«etiì"tang fl"j due nuovi sistemi d’ equazio- 
ni atti a rappresentare del pari che il precedente la retta data. * 9 ® 
Ma qui possiamo osservare di più che Je prime equazioni di 
ciascuno dei tre predetti sistemi, cioèj'=x tang x=zlang u\ 
z=y tang oo" spettando alla projezione di AB sopra ciascuno 
dei respettivi tre piani (844) , determinano con queste proje- 
zioni anche le posizioni dei tre piatii projettanti , che tutti s’ 
intersecano in AB . Quindi due qualunque di esse determina- 
no AB ; essendo chiaro che supposti dati di posizione due pia- 
ni , deve intendersi data anche la loro intersezione comune . 
Perciò combinando insieme a due per due le riferite equazio- 
ni , potremo ottener tre altri sistemi , i quali comecché più 
semplici dei tre precedenti , saranno anzi quelli di cui fa- 
remo più uso . 

846. Attenendoci dunque a questi, si supponga per maggior 
generalità che l’origine delle coordinate passi da A in un al- 
tro qualunque punto fuori della retta AB . Esprimendo con 
X, j 3 » X le coordinate del punto A riferite a questa nuova ori- 
gine, le antiche coordinate del punto qualunque B, che abbia- 
mo di sopra rappresentate con r , y, * si cangeranno in x — ar, 
jr — £J,z — x( 84 1), valori che introdotti nelle equazioni, daranno y=tz 
(r-ct)tangU-h(ò, x=[z—x.)tang ù/h-#, z=(y— u"-+r.. 

Or qui si osserverà 1." che se la retta sia parallela al piano 
delle .r, y la sua projezione sul piano delle y , z risulterà pa- 
rallela all’ asse delle y ; d’ onde ùj"=o, e quindi per una delle 
equazioni z = y.. Che se di più la retta coincida col piano, nel 
qual caso x=o (840 2. 0 ) , la predetta equazione diverrà z=o. 

Nel modo stesso se sia parallela al piano delle x, z , la sua 
projezione su quello delle x, y sarà parallela all’ asse delle x, 
il che darà 0)=o , e quindi y— 3 , e di più ^*=0 qualora la 
retta sia sul detto piano . Come pure si troverà x—u , x==o t 
quando la retta o sia parallela al piano delle y, z , o sia con 
esso coincidente. Quindi 2. 0 se la retta sia parallela ad uno de- 
gli assi , o normale ad uno dei piani , e per conseguenza pa- 
rallela agli altri due, avremo per equazioni x=ct , y~f 3 nel 
caso chg 1 ’ asse parallelo sia Z, r=*«, z=* nel caso che sia Y, 

3 t 2 = jj nel caso che sia X. 5 .° Se il punto A della retta 
sia sopra uno qualunque degli assi , per esempio sull’ asse Z , 
le distanze a, £5 di questo punto dagli altri due piani (840.2.*) 
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saranno nulle, e allora le tre equazioni si ridurranno ad y= 
xtangU, x =(z— x) tang u\ z=sy tang U>"-+h. 

847. Si chiamine Q', Q" gli angoli che le diverse pro- 
iezioni nei piani delle x,y, delle x, z, delle y, z fanno con gli 
assi dalle y, delle x, delle s . Sarà $=90°— U), $'=90° — co', 
<P"=90° — co", e quindi co=go°— <J>, co'=go°— • $', co"=go °—Cp", 
valori che introdotti nelle precedenti equazioni, daranno x — 
(y—jò) tangty-{-u,z—(x—a)tangQ'-hx.,y=:(z—x,)tang<$"-+fi. 
E come queste nuove equazioni non sono che le primitive sot- 
to diverse forme, perciò anche due qualunque di esse combi- 
nate fra loro, o una qualunque di queste combinata con una 
qualunque delle prime ( escluse 1* identiche, ossia quelle fra le 
medesime coordinate ) daranno luogo ad altrettanti sistemi d’ 
equazioni , tutti in un modo medesimo atti a rappresentar la 
retta proposta • 

848. Concluderemo perciò in generale, i.° che una retta AB é 
determinata da un sistema di due equazioni di primo grado, della 
forma x~az~\-b, y=a'z-+b', o dell’altra x=az-+b, x=sa'y-yb', 
ciascuna delle quali è fra due coordinate, 1* una comune ad am- 
bedue, 1’ altra in ambedue differente j 2. 0 che ognuna di esse 
rappresenta separatamente la projezione della retta data sopra 
uno dei piani ortogonali ; 3 .° che questo piano è determinato 
dalle due coordinate che sono in equazione fra loro; 4° 1 coef- 
ficienti a, a' equivalgono alle tangenti degli angoli fatti dalla 
projezione con 1’ asse corrispondente alla eoordinata che cia- 
scun di essi accompagna . Oipendon dunque soltanto dalla di- 
rezione della retta, e perciò 5 .° sono eguali per tutte le rette 
parallele , o per la stessa retta allorché passa da una in un’ 
altra posizion parallela; 6.° son poi sempre nulli allorché la 
retta è parallela o normale ad uno qualunque dei piani , nel 
qual caso, come abbiam veduto ( 846 2.° ) , la coordinata del 
se<$>ndo membro svanisce, e 1’ equazioni divengon determinate. 
Infine 7. 0 debbon considerarsi per noti , allorché la direzione 
della retta sia data, per incogniti quando la direzione si cerca. 

849. Quanto alle costanti b, b' è chiaro 1.° che dipendono 
insieme e dalla posizione e dalla direzione della retta, poiché 
nella parte delle equazioni dalle medesime rappresentata, en- 
trano non solo gli angoli della projezione con gli assi o coi pia- 
ni, ma ancor la distanza di questi ad un punto della retta (846). 

* 
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É poi evidente che son sempre nelle quando la retta passa per 
1’ origine delle coordinate, il che non solo si rileva dalla natura 
delle equazioni che trovammo per questo caso ( 845 ), ma anche 
dall’ osservare che allora con x=o deve aversi insieme y=o , 
2=0(840 a.°).a.°Chese la retta passi semplicemente per uno de- 
gli assi , come avviene appunto quando coincide con uno dei 
piani, allora è nulla quella delle due costanti, che appartiene 
all’ equazione, le cui ordinate corrispondono agli altri due assi. 
Così se 1' asse di cui si parla è quello delle z, sarà nulla b' nel 
ultima equazione del secondo sistema, dovendo in tal caso aver- 
si ^=0 con x=o. 3.° Generalmente i valori di b,b' equivalgono, 
come é chiaro, a quello che la coordinata del primo membro di 
ogni equazione ha nel punto , ove la coordinata del secondo ai 
annulla , vale a dire in quel punto ove la retta proposta incon- 
tra il piano formato dalla coordinata del primo membro, e da 
quella che manca nell’ equazione. 4 ° Infine debbon questi valo- 
ri assumersi come noti, quando la retta sia data di posizione, 
come incogniti allorché la posizion della retta si cerca. 

850. Del resto il metodo già dichiarato (845) , col quale 
possiamo determinare la, posizione di una retta per mezzo di 
due sue projezioni o delle loro equazioni, é visibilmente appli- 
cabile al perimetro di qualunque poligono, come pure alle cur- 
ve, sussistendo evidentemente anche per questi due casi lo stes- 
so principio sul quale noi lo fondammo (iv<).Stabilireino perciò 
che i perimetri dei poligoni e delle curve hanno per equazioni 
quelle di due qualunque delle loro projezioni . Deve escludersi 
il caso che il piano della curva sia parallelo ad uno di quelli 
di projezione: poiché le projezioni sugli altri due piani dege- 
nerando allora in linee rette, le loro equazioni non sarebbero 
altrimenti idonee a specificar la qualità della curva, e potrebbe 
soltanto dedursene la situazione rapporto al piano parallelo . 
In tal caso dovrà farsi uso di una di queste, e di quella della 
projezione sul piano parallelo . 

85 1 . Le superficie costituite dalle normali che dalla curva 
scendon sui piani di projezione si chiamano superficie pnoj elianti 
cilindriche , attesa la loro analogia col cilindro, sia per parte 
della forma prismatica, sia per quella della base curvilinea.benché 
non circolare . E come le normali costituenti queste superficie 
terminano in ciascuna di esse alla curva data , così la curva 
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dovendo trovarsi in ambedue sarà dunque rappresentata dalfa 
loro intersezione comune. 

85a. Non sempre però l’ intersezione di due superfìcie ci- 
lindriche porta ad una curva piana , cioè situata tutta in un 
piano , quali sono state tutte quelle che abbiamo fino adesso 
considerate . I! più delle volte dà luogo ad una curva che é 
tale in due sensi, i cui punti son successivamente in piani di- 
versi, e a cui si dà il nome di curva a doppia curvatura. Per 
farci una chiara idea di questo nuovo genere" di curve, s’ im- 
magini che attorno ad una delle predette superficie sia avvolto ’ 
un segmento curvilineo, per esempio un segmento di parabola. 

É evidente che il perimetro |Ii questo segmento si troverà cur- 
vato in due sensi , cioè in quello della parabola, e in quello 
.della superficie cilindrica, sulla quale trovasi avvolto: formerà 
dunque una curva a doppia curvatura ; e come non può sten- 
dersi in alcun modo una retta da un punto all' altro lungo il 
perimetro del segmento , quando questo non sia triangolare , 
così non potremo neppur Condurla lungo il perimetro della curva 
a doppia curvatura, la quale per conseguenza non potrà esser 
mai descritta in un piano ( 422 ). ♦ 

855- Or per poco che si consideri, facilmente comprende- 
remo che 1* intersezione di due superficie cilindriche qualunque 
deve generalmente portare a curve di tal natura. Ed è poi chiaro 
che con lo stesso sistema di due projezioni* potremo sempre 
rappresentar queste come le curve piane, con la sola differem- 
za che le projezioni delle prime non potranno mai degenerare 
in linee rette . Si supponga per esempio che queste projez'o- 
ni, o le basi delle due superfìcie projettanti, sieno due parabole 
dei parametri p , q e aventi un comun vertice all’ origine del- 
le coordinate, e per assi 1’ una quello delle x, I’ altra quello 
delle y . Supposta 1’ una nel piano delle x , y , 1’ altra nel 
piano delle y , z , avremo per equazione della prima y*i=px, ^ 
e per quella della seconda z*=py. Dati ad y dei valori se ne 
avranno altrettanti per x e per z , e ciascuno dei tre corri- 
spondendo ad un punto della curva, questa si troverà per tal 
modo esattamente descritta . 

854. Passando adesso alle stesse ricerche per le superficie, 
abbiasi primieramente il piano indefinito (ÌBD, e sia B il punto 
ove uno qualunque degli assi, per esempio quello delle z, lo inr 
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centra ; BC , BD ne rappresentino le tracce svi piani delle x, z 
e delle y, z , cioè le intersezioni con questi piani ; infine sieno 
0), co' gli angoli dell' una traccia con 1’ asse delle x, dell’ altra 
con quello delle y . Condotta per un punto qualunque E di BD 
la retta EF parallela all’ altra traccia BC , e supposte x',y', z' 
le coordinate di BD, x, y, z quelle di EF e fatta AB— C, avremo 
fra z * edjr' 1’ equazione z'=y' tang 848. 4-°, 849. 3.° ) , e 

fra z ed x 1’ altra equazione Z=x tang co-+b ( 848. 4. 0 ), ove b 
rappresenterà ciò che diviene z al punto E (84y.3.°); ma in que- 
sto punto , comecché comune ad EF e a BD , si ha z — z' e di 
più y'—y} dunque b=z'=y tang co'-+C-, e quindi z=x tang U-+- 
y tang w'h-C, equazione che spettando alle tre coordinate x,y , z 
di qualsivoglia punto F della parallela qualunque EF, spetta per* 
ciò a qualunque punto del piano, ed è per conseguenza 1’ equa- 
zione del piano. Potremo porla sotto la forma di z = Ax-+Bj-+C, 
e in tal caso i.°A, B rappresenteranno le tangenti degli angoli che 
le traccie BD, CS fanno respettivamente con gli assi corrispon- 
denti alla coordinata che A e B respettivamente accompagnano; 
e C sarà, come abbiam detto, il valor di z al punto ove il pia- 
no è incontrato dall’ asse Z. Quindi a.°per un altro piano paral- 
lelo al primo i coefficienti A, B rimarranno gli stessi, e solo va- 
rierà C di. quanto 1’ asse Z incontrerà più in alto o più in basso 
il nuovo piano . 3.° Permutando 1’ una nell’altra le tre coordi- 
nate, potremo aver del pari arc=Aj--t-Bz-fC , y= Ax-+Bz-+-C ; 
inteso però che ad A, B, C si attribuiscano i valori correlativi 
ai corrispondenti cangiamenti. 4-° In ogni caso A, B, C dovran- 
no al solito riguardarsi come quantità note , quando il piano 
è dato, e come le incognite del problema, quando il piano si 
cerca . 

855. Le due tracce DB , BC prendon comunemente il nome 
. 1’ una di generatrice. 1’ altra quello di direttrice del piano ; in 
quanto che il piano può immaginarsi come generato dalla prima, 
mossa lungo la seconda , e sempre parallelamente a lei stessa. 
Si noti però che anche in altre guise può concepirsi generato un 
piano qualunque , cioè da una retta che scorra sopra due rette 
date e concorrenti ; da una retta che si muova intorno ad un 
punto fisso, facendo costantemente angoli eguali con due rette 
condotte pfer il medesimo punto; da una retta che costantemente 
.passando ppr un punto fisso scorra sopra una retta data. Ala noi 
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non avremo occasione di considerarlo che nella prima maniera. 

856. Infine si osserverà che tanto il punto, quanto la retta 
ed il piano son determinati da equazioni di primo grado ; ma 
il punto ne ha tre, la retta due, il piano una. 

857. Abbiasi ora una superficie cilindrica , e per maggior 
generalità supponiamo che non una circonferenza , ma una cur- 
va qualunque data ne sia la base(85i).Potremo dunque riguardarla 
come generata da una retta che scorra parallelamente a se stes- 
sa lungo la data curva, e chiameremo quella generatrice , que- 
sta direttrice. Sieno frattanto x~az- 4 -b t yszza't-t-b' 1* equazioni 
della generatrice allorché giunge ad un punto qualunque F 
della direttrice . Si sa (849) che b , b' varieranno di valore col 
punto F ; mentre a , a ' saran costanti , giacché la retta genera- 
trice si mantiene in ipotesi sempre parallela a se stessa (848. 5.°). 
Frattanto siccome il punto F appartiene insieme e alla genera- 
trice e alla direttrice, spettano dunque ad esso tanto le due equa- 
zioni precedenti, quanto le due della curva direttrice (85o). Ab- 
biamo dunque per rapporto a questo punto quattro equazioni, 
tutte coesistenti , e tali perciò che le x , y , z dell* una sono le 
stesse che quelle dell' altra, comecché tutte relative ad un pun- 
to medesimo. Potremo dunque col mezzo di dette quattro equa- 
zioni eliminare queste tre coordinate, d' onde risulterà un’ equa- 
zione fra le sole variabili b, b\ nella quale sostituito il valor di 
b=x — az e di b'—y~-a'z 7 si avrà una nuova equazione fra le 
sole x, y, z indipendente affatto da b, b\ e spettante perciò a 
ciascun punto della generatrice in qualunque delle sue situazioni, 
che è quanto dire a ciascun punto della superficie proposta, e 
che in conseguenza sarà 1' equazione di questa superficie . Si 
supponga per esempio che la base del cilindro sia un circolo 
del raggio r col centro all’origine delle coordinate, e situato 
sul piano delle x, y. Avremo per ogni punto della sua circonfe-, 
renza (846 i.°) z=o, (557)x a -hy 9 =r 3 . Fatta la prescritta eli- 
minazione risulterà ò 3 -+ò' a =r a , e quindi per l’equazione richie- 
sta (x — az)*-+(y — a'z) 3 =r 2 . Che se il cilindro sia normale al 
piano delle x , y avremo (84p. 6.°) a=o , a’ = o e 1’ equazione 
diverrà x a -rt -y^r 3 , cioè sarà la stessa che quella della sua ba- 
se, il che deve egualmente accadere, siccome è chiaro, qualora 
pure la base non sia circolare . 

858. Debba cercarsi adesso 1’ equazione alla superficie co- 
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nica, per la quale intenderemo quella qualunque superficie, che 
può venir generata da una retta, la quale tenendosi con uno dei 
punti ferma ad un centro fisso, sia fatta scorrere lungo una cur- 
va data , che sarà dunque in tal caso la direttrice del cono . 
Supposte et, (2, K le coordinate del punto fisso, potremo espri- 
mer con x='a(z — x)-+at , y— a \ z — k)-*-(3 ( 846 ) le due equazio- 
ni della retta generatrice allorché toccherà la direttrice in un 
punto qualunque F. Saranno a., (3, k costanti, ed a, a' varieranno 
col punto F , poiché cangiando continuamente 1’ obliquità della 
generatrice sui piani, varia dunque altresi 1 ’ angolo della proie- 
zione con gli assi , dal quale quelli di a , a dipendono ( 848 ) . 
Or se qui si ragioni come perrappofto al cilindro, concluderemo 
che queste equazioni spettando a tutta la retta generatrice, spet- 
tano anche al punto F , al quale d’ altronde appartengono pure 
le due equazioni della direttrice (85o) . Dovranno dunque a, a' 
esser tali che i valori x, y, z delle due prime equazioni soddi- 
sfacciano anche alle seconde; ed avremo perciò quattro equazio- 
ni coesistenti, dalle quali eliminate x,y,z, ne nascerà una quin- 

’ ' ' # x — a r — (2 

ta fra le variabili a, a', e quindi fra i loro valori , ' » 

Z —K Z — X, 

che essendo indipendente da a, a' apparterrà a tutta la genera- 
trice in ciascuna posizione della medesima, e quindi alla super- 
ficie cercata . Si supponga per esempio che la direttrice sia un 
circolo del raggio r , steso sul piano delle x, y e col centro all’ 
• origine delle coordinate . L’ equazioni della base o direttrice 
saranno z=o , x a -yy l =r 1 . L’ eliminazione darà («- o») a -l- 
((3 — a' Kp—r 2 , cioè ponti i valori di a, a'.[ce(z — x) — n(x — 

[fi{z — x,)—K(y~l 3)] a =r a (z — >c) 2 , equazione cercata . Se il cono 
è retto avremo a=o , (3=o ( 846 . 3 .° ) , e quindi x^-yy' 1 ^ 
r 2 r * 

— (z— , ove — * é la tangente dell’angolo al vertice fatto dal- 
K 1 » 

la generatrice o apotema con con 1 ’ asse . 

85g. Vogliasi cercare infine 1’ equazione ad una superficie 
di rivoluzione; e per maggior semplicità si supponga l'asse di 
rivoluzione coincidente coll’ asse delle z . Immaginata una qua- 
lunque sezione fatta normalmente all’ asse ad una distanza z 
dal piano delle x, y, e suppostone p il raggio , la natura circo- 
lare della sezione darà x' 1 ->-y' i = p 1 . Ma il raggio p é un’ordinata 
alla curva generatrice, e può quindi aversene il valore dato per 


8o * 

z; sostituito dunque questo valore, avremo un’equazione fra x^,s 
che sarà la cercata. Così se la superficie sia quella di una sfera 
del raggio r col centro in A concorso degli assi, avremo p a = k? — z a 
e per l'equazione della sfera sia un'ellissoide de- 

. . ò a 

gli assi a,ie col centro al medesimo punto,avremo ^ a =— (« a — z a ) 


ò a z a 

ed x a -fj a -t-— =6 a . Se sia una paraboloide del parametro p e 

col vertice parimente in A, avremo p‘ 1 =pz, ed x^-i-y^—pz . 

860. Per dare adesso un' idea dell' uso ordinario di tutte 
queste dottrine, ci proporremo lo seguenti applicazioni , che 
tra le molte son le più semplici , e tutte riguardano la retta 
ed il piano. 

I. Sieno dati di posizione due piani non paralleli, e ai cer- 
chino 1 * equazioni della loro comune intersezione . Supposta 
( 054 ) z = Ax-+B/-fC 1 ’ equazione dell' qno dei dati piani , e 
z~ A'x-+B'y-+C quella dell''altro, le quantità A,B,C, A',B',C' 
saranno tutte note , supponendosi nota la posizione dei piani 
{854. 4. 0 ). Inoltre poiché l’intersezione é una retta comune ad am- 
bedue, spetteranno perciò a ciascun punto della medesima tanto 
la prima, che la seconda equazione; e rapporto unicamente a 
questa retta, le^,x,z dell’una saranno quantità in tutto identiche 
cd equivalenti a quelle deU'altra-Or se da queste equazioni riuni- 
te si elimina z, avremo (A — A')r-+(B — B')/-t-C — C'=o ; se si . 
elimina y, avremo (BV B)«-f(A'B — AB').r-|-BC'— B'C=o, equa- 
zioni di cui la prima rappresenterà la proiezione dell* interse- 
zione cercata sul piano delle x, y {848. 2.° e 5 .°), la seconda la 
rappresenterà sul piano delle x , z; e quindi ambedue serviranno 

a dar la posizione della. retta cercata (846), o saranno le do- 
mandate equazioni . 

II. Trovare 1 ’ equazione di un piano che passi per un punto 
dato parallelamente ad un piano dato. Sieno ar', y', z' le coor- 
dinate note del punto, e z= Ax-+By-hC 1 ’ equazione del piano 
dato; sarà z — Aar-t-B^-t-C' quella del piano parallelo ( 054 . 2. 0 ). 
ove non avremo d'incognita che la sola C'. Or poiché il punto 
dato deve per condizione trovarsi sul piano parallelo, dovrà dun- 
que sussistere fra le sue coordinate 1’ equazione generale del 
piano, onde avremo z'=Ax'~tSy'-i-C'; di qui il valor di C',che so- 
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stituito nell’equazione generale, darà s-A(a : — x')-f B(j- y')-t-z' t 

equazione cercata del piano parallelo . 

III. Trovar 1 ’ equazioni di una retta che debba passare per un 
punto dato . 

Sieno come€opra x\ y', z' le coordinate note del pun- 
to dato, ed x =az~\-b , y=za'z-\-b' 1’ equazioni della retta cer- 
cata (.848). Perchè questa retta passi per il punto dato debbono 
aver luogo 1’ equazioni x'=az'-±b, y'=a!z'-+b'; di qui i valori 
di b , b' che sostituiti nelle due precedenti equazioni daranno 
per le cercate x=a{z~z')~rx' -, y^a'iz-z^-hy' , ove restando 
indeterminate a, a' ite risulta che la retta potrà avere un’ infi- 
nità di direzioni (848. 4.*),. come é d’ altronde evidente. 

IV. Trovar 1 ’ equazioni di una retta che passa per due pun- 
ti dati . 


Supposte x'rf ',z' le coordinate del primo punto, x”,y",z” 
quelle del secondo, ed r=az-t-b, y=a'z-t-b' 1’ equazioni cerca- 
te , la doppia condizione darà x'=az'~hb , y'=a'z'-^-b' , x"— 
az"-+b , y"=.a'z"-+b ' . Di qui i valori di a, b, a',b\ che sosti- 
tuiti nelle due equazioni ristanno per quelle della retta cercata 



■r)=z(x'-x")-hz'x"-x'i" , y(z'-z")=z(r'-y")-hzy'-y'z" . 
Trovar 1 * equazioni di una retta parallela ad un’altra da- 


ta, e che passi per un punto dato. 




Supposte le solite coordinate del punto dato, e che x= 
az-+b, y=a'z-+b' sieno 1’ equazioni della retta data, potranno 
supporsi *=azH-j 0 , 7 =a'zH-/ 3 ' quelle della parallela (848. 5.°), 
con la quale attesa 1’ altra condizione del problema, dovranno 
aver luogo le due x'=az'n -/ 3 ,j'=a'z'~ f-/ 3 '. Di qui i valori dì 
che daranno perle due equazioni cercate x=a(z— «'l-Kr', 
y=a'(z-z')+y\ . # 

VI. Trovar 1 equazioni di una retta che passi per un punto 
dato parallelamente ad un piano dato. 

Oltre le due equazioni x =0(3— *')-+x', y=a'(z— z')-hy' 
dovute ( probi. III.) alla retta cercata in virtù della prima con- 
dizione, le apparterrà anche 1 ’ altra z=A(x— a'')-+B (^— y 
quella cioè del piano parallelo al dato e che passa per il punto 
dato ( probi. II.) . Posto in questa il valor di x preso dalla pri- 
ma, avremo fra z ed jr la nuova equazione (3 — z')(i A a)=s 

y ) 4 c ^ e con prima formerà il sistema delle equazioni 
cercate. Il valor di a restando indeterminato, mostra che il pro- 
Marie P. IL , g 
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jblema ha un numero indefinito di Adduzioni . Infatti qualunque 
retta condotta sul piano parallelo c che passi per il punto dato, 
è atta a soddisfarvi . 

VII. Trovare 1 * equazioni della retta che da un punto dato 
scenda normalmente ad un piano dato. c 

La prescrizione del puoto di partenza darà, come sopra 
( probi. IH ) per equazioni della retta x=,a(z — z>)~ rx' , y= 
</(* — z')-hy' t e resteranno da determinarsi a ed a’. Sia frattanto 
j = Axh-B/H-C la solita equazione del piano dato . Dovendo 
questo esser normale alla retta , le sue tracce BC , BD sui piani 
delle x,z ed y,z (054) saranno normali alle due projezioni del- 
la retta sopra i medesimi piani (5g3), e perciò, come é facile a 
vedersi, gli angoli che le due projezioni fanno con l’asse Z sa- 
ranno respettivamente supplementi agli angoli che 1 ’ una delle 
tracce fa con 1’ asse X, 1’ altra con l’asse Y . Ma questi han per 
tangenti A. B (854* i.°), quelli a, a 1 ( 848 . 4 . 0 ) ; dunque «= — A, 
a*— — B, e quindi per J’ equazioni richieste x= — A(«— z')-+x', 
y== — B(z— d)~*-y' • 

Vili. Poste le stesse cose trovar 1’ equazioni del punto , ove 
il piano è incontrato dalla normale, 

Dovendo questo punto appartenere insieme alla retta ed 
al piano, avranno luogo contemporaneamente per esso e le due 
equazioni della retta e quella del piano.Con queste, fattoC— s'-i- 
Ax'-bBy'=h, troveremo per le tre coordinale del punto cercato 
L AL , BL 

AM-I-* -1 "* ’ X ~ »-4-A 2 -t-B a ' X ’ y ~ i -+ AM-B a_hy * 


IX. Trovar 1‘ espressione della distanza di un punto ad un 
piano, o della normale condotta da quello su questo . 

Le tre equazioni precedenti danno z—z'= ^ — — , 

1 -+■ A a -+B a 


x — x 


AL , BL 


(r— -jT-trC*—- tf-uW) distanza cercata , in quanto 

che il primo, membro rappresenta quella dpi punto dato al pun- 
to d’ incontro della normale col piano ( 730 ), o delle due estre- 
mità della normale • 
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X. Trovare il valor dell’ angolo A fatto da due rette date. 
Supposte x —az-\-b , y=a'z~+b' 1' equazioni di una delle due 
rette ed x'=az'- 1-|3 • 3' 1’ equazioni dell’ altra , sa- * 

ranno i.® x—az, a.* y—a'z, 5.* x'—Ctz' , 4>* y'=u'z' quelle di 
due rette condotte dal concorso degli assi parallelamente alle 
date (848. 5.°, 849- <>°) , e 1’ angolo delle quali sarà per conse- 
guenza equivalente al cercato. Preso sull’ una e sull’ altra paral- 
lela un punto aduna distanza r=i dall’ origine, -e chiamata 
la distanza dell’uno all’altro, avremo (7B0) 5.® x a -ty a -i-z 9 = 1, 
6* x' a -t-/ a H-*' a = « , 7.* (ivi) <^=(x-x') a -Kr-rOM s -*?» 
cioè per la 6.® e la 6.® ^ a =a(i — xx’~yy' — zz'). Ma altresì (682) 
J a =a— 2corA, dunque cosA=xx'-+yy'-\-zz ' , ovvero introdotti 
i valori delle sei ordinate tratti .dalle sei equazioni precedenti 

C0S A ~ vó -+« 2 -4-«' 3 )V( • H-* a -+a' a ) * 

Quindi i.° se 1’ una delle rette é normale all’ altra avre- 
mo corA=o , ed »-t-«a-+a'a,'= o , d’ onde tratto il valor di a' 
e sostituitolo nella seconda delle due equazioni generali, avremo 
da questa e dalla prima il sistema dell’ equazioni convenienti a 
due rette normali. a.° Se una delle rette é parallela ad uno degli 
assi, come sarebbe all’ asse x, sarà j*=o, z '= o (840. a.°), e la 
6.® darà x’=i . Di qui cos A =x=az, ma la 1.*, 2.* e 5.® danno 


a 2 -)-a' a -+-i 


, dunque cosA= 


y'(o a -t-a' a -+l) 


Nel modo stesso si troverebbe cosA- 




, cos Ac 


• nei casi che una delle rette sia parallela all' asse 

V(a a -HJ ,a -fi) V 

1 o all' asse Z. Queste tre formule daran dunque gli angoli cbe 
una retta qualunque fa con gli assi . Si chiamino per chiarezza 
maggiore X, V, Z questi angoli $ quadrando e sommando i tre 
coseni, avremo cos B XH-coy a K--f-C0J 2 Zi=i, dal che si deduce che 
uno degli angoli fatti dalla retta coi tre assi é sempre dipendente 
dagli altri due, come é d’ altronde manifesto. 

Se X', V, Z' sieno gli angoli degli assi con un’altra retta, 
il valore già trovato sopra dell’angolo fatto dalle due rette tra loro, 
si cangia assai facilmente in cos A=cosXcotX'-4-cosYcosY'-+- 
cosZcosZ'; onde nel caso di due normali, avremo cosXcosX'-’r 
cosYcos Y'-\-cosZcosZ l = o. 


* 
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X . Trovare I' angolo § fatto da due dati piani . Sieno al 
Aulito z= Ar-t-Bj — t-C , z'= A%e > -+b’j A '-t-C' 1 ' equazioni dei due 
piani . Immaginando condotte dal centro due normali , 1’ una 
sull’ uno . 1’ ultra sull' altro dei due piani , saranno xtmAz , 
y—bz, x=A ’z, ;'=B ’z le loro equazioni ( probi. VII. ), e il loro 
angolo eguaglierà quello dei piani (fijjbJ.Avremo dunque(probl.X) 
i -t-AA'-t-BB’ 

cosfj— — — - — - — - . ; onde se i piani sono ad 

V 1 1 -KA 2 -+ B j )v ( • HA 2 -i-B’ 2 ) r 

angolo retto, dovrà aversi i-r-AA'-t-BB'=o. 


GEOMETRIA DESCRITTIVA 


8(»i. 11 metodo delle proiezioni non solo risolve analiticar 
melile i problemi, nei quali entrano punti o lince situate in piani 
diversi , ma dà anche mezzi assai facili per la loro costruzione 
geometrica ( 552 ) , ed insegna ad operare sulle grandezze consi- 
derate nello spazio con la stessa facilità e con lo stesso rigore, 
che si ottiene dalla Geometria piana rapporto alle grandezze si- 
tuate in un piano. Il metodo prende allora il nome di Geometria 
descrittiva , scienza di grandissima utilità per le arti , special- 
mente per quelle d’ intaglio , di prospettiva e archilettopiche , 
nelle qual» le questioni del genere, di cui si parla, sono infinite, 
e si ha bisogno di soluzioni reali , effettive ed esatte, e non già 
astratte o semplicemente rappresentate da una figura descritta 
in un piano, a cui col soccorso dell’ ombre si sia data una qual- 
che apparenza di rilievo . Non potendo impegnarci in un pieno 
trattato di questo interessante e vastissimo soggetto, ci limite- 
remo a darne le nozioni più elementari, che applicheremo alle 
costruzioni dei problemi relativi alla linea retta , al piano , alle 
curve piane e alle sfere . I Giovani che volendosi dedicare alle 
arti avesser perciò bisogno d’istruzione maggiore, potranno con- 
sultare le opere classiche di Monge, La-Croix e Vallèe. 

862. Di due soli piani di projeeione si fa generalmente uso 
ncjla Geometria descrittiva, 1 ’ uno chiamato orizzontale, l’ altro 
verticale, in quanto che gli oggetti che occorrono in pratica son 
per lo più collocati in questi due sensi. Abbiasi pertanto un pun- 
to P situato nell* angolo di questi piani , e sieno A , B le di lui 
proiezioni sull'uno c sull'aln o. E manifesto che queste projezioni, 
o le loro disianze AT, B 1 dall'intersezione MN dei due piani, de- 
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ferminano completamente la posizione del punto P . Ora s’ im- *‘ >2 
magini che il piano verticale OM rivolgendosi intorno all* in- 
tersezione MN , si ripieghi sul prolungamento MU del piano 
orizzontale MR, e sia A' il luogo che in questa nuova situazio- 
ne del piano prenderà il punto B. È evidente che sarà A'T nor- 
male ad NM (582), e di più eguale a BTj in conseguenza la retta 
A'T rappresenterà come BT la distanza di B a F , o 1 altezza 
di P al di sopra del piano orizzontale : potrà dunque sostituirsi 
a BP per rappresentare con AT la posizione di P . 

865. Col medesimo raziocinio si proverebbe che se CD, EF 
sieno le projezioni di una retta (844) 0 traccie d* un piano 
(854) sopra quelli di projezione, e sia C'D' la situazione che pren- 
de EF allorché il verticale é ripiegato sul prolungamento del pia- 
no orizzontale, potremo sostituire C'D' in luogo di EF per rap- 
presentare insieme con CD la posizione della retta o del piano. . 

Or questo semplicissimo principio può riguardarsi come il fon- 
damento della Geometria descrittiva . Col mezzo di esso ogni 
imbarazzo proveniente dalla necessità di operare sopra due pia- 
ni diversi , vien tolto ; e tutte le costruzioni si riducono ad un 
solo e medesimo piano. 

864. Prima però di passare ad applicarlo alle costruzioni 
che ci siamo proposte (86i), premetteremo come proposizioni 
evidenti, o facili a dedursi dalle cose già dette, i.° che unite le 
due projezioni A, A' del punto P, la retta AA' passerà per T e 
sarà normale ad MN (45i. 3.°); onde le due projezioni di un pun- 
to son sempre in una stessa normale all’ intersezione MN , e 
perciò data una delle projezioni, 1’ altra dovrà trovarsi nel pro- 
lungamento della normale condotta da quella sopra MN . 2 . òe 
il punto o la linea data sia sopra uno dei piani ortogonali , la 
loro projezione sull’altro dovrà cadere sull’intersezione MN . 

3,° I punti o le linee situati in uno dei piani si cónfon<fèrànho 
con le loro projezioni in quel piano. 4-° Fa traccia di una retta 
sopra di un piano, o il luogo ove essa lo attraversa o lo incon- 
tra , é necessariamente in un punto della projezionè della retta 
in quel piano. 5.° Allorché le due tracce di un piano son con- 
vergenti, il loro incontro succederà in qualche punto di MN : de- 
ve infatti esser comune alle due tracce, per conseguenza anche 
ài due piani, e trovarsi perciò nella loro intersezione. 

865. Per quanto il piano verticale si supponga ripiegato sol 
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prolungamento dell’ orizzontale, gli conserveremo la denomina- 
zione di verticale. Impiegheremo per rappresentarlo quella par- 
te delle figure, che resta al di sopra della retta MN esprimente 
l' intersezione o divisione dei due piani; riserbando 1’ altra par- 
te inferiore per rappresentare l'altro piano. Ambedue si suppor- 
ranno di dimensioni indefinite , come del pari supporremo ge- 
neralmente indefinite le lunghezze delle rette e le dimensioni 
dei piani, che entrano come elementi o come oggetti di ricerche 
nei nostri problemi. 

886. Per faciliti e brevità di discorso contrassegneremo con 
un apice le lettere indicative dei punti o linee che abbian luogo nel 
piano verticale, a distinzione di quelle dell' orizzontale che se- 
1 gneremo senz’ apice altuno. I punti che cadono nell’intersezione 
MN , e che perciò spettano insieme ai due piani, saranno indi- 
• cati o con l’apice o senza, secondo che occorrerà di considerar- 
li o nel piano verticale o nell' orizzontale. Allorché poi tratte- 
remo di un punto t di una linea o di un piano- situato nello 
spazio, noteremo il punto e la linea con lfe lettere spettanti alle 
loro projezioni, chiudendole dentro parentesi ; ed in pari modo 
noteremo il piano e le curve con le lettere delle loro tracce. Cosi 
(A, A') indicherà un punto, le cui projezioni orizzontale e verti- 
cale cadano in A, A'. Del pari (AB, A'B') significherà una retta 
o un piano che abbiano Tona per projezioni, l’altro per tracce(854) 
orizzontali e verticali le rette AB, A'B'. Qualora però l’ incon- 
tro delle tracce AB , A'B’ abbia luogo nei limiti della figura , e 
sia notato per esempio con Ci l’indicazione del piano sarà sem- 
plicemente (ACA') . Intenderemo al solito esser dati o trovati 
un punto o una linea , allorché ne son date o trovate le pro- 
jezioni: ed esser dato o trovato un piano quando ne son date o 
trovate le tracce. Infine segneremo nelle figure con lihee andanti 
o piene tutte quelle che vengono o date o cercate, e trovate nel 
problema; con linee tratteggiate quelle che sonp introdotte au- 
siliarmente nelle costruzioni , con linfe punteggiate quella por- 
zione dell’ une e dell’ altre che passa o al di là del piano verti- 
cale o al di sotto dell'orizzontale. Tutto questo premesso, pas- 
, siamo ai problemi , che disporremo secondo l'ordine di dipen- 
denza che l’uno ha dall’altro. Avremo cura d’inserir fra i medésimi 
gran parte di quelli che abbiamo già sciolti analiticamente (8Gò). 
io5 867. I. Date le projezioni C,C' e D,D' dei due punti (C,C')t 
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(D,D'), costruir la retta che gli cóngiunge o che né determina la 
distanza. , 

Si uniscano C , C' e D , D' . Da C , D' ai conducano Cft 
normale a D C e D’O* normale a C C' . Sopra C R si prenda 
CO = C'0'; unita £> con O, la retta DÒ équivarià atla cercata. 
Infatti si concepisce facilmente che questa retta deve corrisponde- 
re all’ ipotenusa di un triangolo rettangolo , che abbia per un 
dei cateti la distanza delle projezioni orizzontali dei due dati 
punti , e per 1 ’ altro la differenza delle loro elevazióni al di so- 
pra del piano orizzontale. Ma queste elevazioni son rappresen- 
tate da D'd, C'c ( 86 a), e la lor differenza da C'0'=C0; dunque 
la retta cercata é visibilmente eguale all’ ipotcnusa DO. 

868. II. Data la' fetta (AB, A'B') costruir gli angoli formati 
dalla medesima coi due piani di projezione. 

Presi nella retta data due punti qualunque (£€!'), (DD')sj 
eseguisca sópra i medesimi la costruzione del problema prece- 
dente; l’angolo CDO del triangolo finale OCD rappresenterà quel- 
lo della data retta col piano orizzontale. Infatti gli angoli della! 
retta coi piani son quelli della retta con le sue medesime prò* 
jezioni. Or si concepisca il triangolo COD elevato verticalmen^ 
te sul cateto DG . E chiaro che la retta data e l’ ipotenusa DO, 
si troveranno allora nello stesso piano progettante, e di più di- 
verranno parallele, atteso che la distanza del punto O al puntai 
(CC') saià C'c — CO— C'c — C'0'=D'd, distanza del punto D a 
(DD'). Dunque l’angolo CDO che la projezione orizzontale fa coi» 
DO, eguaglia quello che fa con la retta data, o che questa fa 
col pianò orizzontale. Nel modo stesso se ne troverebbe l’altro 
col piano verticale . 

869 . III. Data la retta (PQ , P'Q') trovarne le due tracco 
( 864 * 4 -*) orizzontale e verticale . 

Dai punti B, A' ove le due projezioni PQ, P'Q' passano 
per 1’ intersezione MN , si alzino normalmente ad MN le rette 
A A', BB'. I punti A, B' d’incontro fra le due projezioni e le dué 
normali determineranno le tracce cercale. Infatti la traccia oriz- 
zontale, come punto della retta data, deve aver la sua projezione 
verticale lungo P'Q', e come punto situato sul piano orizzontale 
deve averla lungo MN (684-4*°) : l’avrà dunque visibilmente in A'. 
Dovrà perciò questa traccia trovarsi*in qualche punto della nor- 
uiale A'A ( 864 . 1 .°); ma deve trovarsi anche in PQ (864’4*°) : saià 
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dunque in A. Il raziocinio medesimo vale anche per l’altra traccia. 

850. IV Date le tracce A,B’ della retta si cercano le pro- 
iezioni . 

Condotte ad 1 WN le normali AA', BB', le rette AB, A'B' 
saranno le projezioni cercate . Ciò è chiaro per 1 ’ antecedente 
problema . 

871. V. Trovare il punto d’ intersezione di due rette date. 
La projezione orizzontale del punto cercato sarà nel co- 
mune incontro delle proiezioni orizzontali delle due rette date; 
la verticale in quello delle verticali . Infatti dovendo questo 
punto appartenere alle due rette date , apche le sue projezioni 
dovranno appartenere a ciascuna projezione delle medesime. 
204 872. VI. Dati i piani (ABC') , (ADC') trovar le projezioni 

della loro intersezione comune . 

Dai punti A, C' ove le tracce orizzontali e verticali dei 
due piani si congiungono respettivamente fra loro , conducansi 
sopra MN le normali AE , C'F : e quindi si unisca A con F , 
C' con E: saranno AF, C'F. le projezioni cercate. Infatti i due 
punti A , C' appartengono all’ intersezione cercata e ne sono le 
tracce (864- Dunque FA , C'E ne 'sono le projezioni (870/- 
a °5 873. VII. Per un punto dato (CC') condurre una parallela 

' ad una retta data (PQ, P'Q') . 

Le projezioni della retta cercata e quelle della data deb- 
bono esser parallele fra loro ( 5 g 4 ). Se dunque per C, C' si con- 
ducano AB , A'B' 1 ’ una parallela a PQ , 1 ’ altra a P'Q', sarà 
(AB, A'B'-) la retta che si domanda . Per più facile intelligenza 
di ciò che segue si noterà , che se in luogo di (PQ , P'Q') sia 
data sul piano orizzontale la retta PQ , poiché questa ha una 
projezione in PQ, l’altra in MN (846. 2 °) perciò una delle pro- 
jezioni della parallela cercata dovrà esser parallela alla data , 
P altra ad MN . 

206 O74. Vili. Per uh punto dato (CC') condurre un piano pa- 

rallelo ad un piano dato (EFG'). 

Si conducano CII parallela alla traccia FE , e C'H', Hll' 
1 ’ una normale, l’altra parallela ad MN. La retta (CH, C'II') sa- 
rà parallela alla traccia FE (probi, prec.) e per conseguenza al 
piano (EFG') . Dunque apparterrà interamente al piano cercato ; 
e poiché ha per traccia verticale H' (869) , perciò H' sarà un 
punto dell’ intersezione defpiano cercato col verticale, o del- 
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della sua traccia' verticale, la quale dovendo esser di sua natura 
parallela alla traccia verticale del piano dato, si avrà perciò con* 
ducendo per H' parallelamente ad FG' la retta I'K' . Nel modo 
medesimo troveremo la traccia orizzontale. 

8 ^ 5 . IX. Condurre un piano per tre punti dati o per due 
delle tre rette che gli congiungono. 

Ciascuna di queste tre rette appartiene per condizione al 
piano cercato . Dunque le loro tracce sono altresì punti delle 
traccie del piano . Perciò trovate quelle (869), avremo le dire- 
zioni di queste, e quindi il piano. 

876. X. Da un punto dato (A,A') abbassare una perpendi- 207 
colare sopra un piano dato (BCD'), e determinare il punto d’ 
incontro della normale col piano . 

Quanta alla prima parte del quesito è manifesto che le 
projezioni della retta cercata dovranno esser perpendicolari alle 
tracce del piano, e si avranno perciò conducendo AE, A'G' nor- 
malmente a BC,CD'.Quanto all’altra parte si alzi EE' normalmen- 
te ad MN. Il pianofAEE'isi confonderà col piano proiettante verti- 
cale della normale trovata (AE, A'G) . Conterrà perciò tutta la 
normale, e quindi anche il punto cercato. IVIa questo deve esser 
pure nel piano dato (BCD’), dunque caderà nella loro intersezio- 
ne (EF, E'F') (872) , e poiché deve trovarsi del pari nella nor- 
male (AE, A'G), dunque la di lui proiezione verticale sarà in H' 
intersezione delle due tracce verticali E'F', A'G’ (87 1), e 1 ’ oriz- 
zontale in H incontro di AE traccia orizzontale della normale 
con HIP normale ad MN (864* J«°). 

877. XI. Per un dato punto (A'A) condurre un piano per- 
pendicolare ad una retta data (BC, B'C'). 

Si conducano A'D', DD', AD normali l’una a C'B', l’al- 
tra ad MN, la terza ad AA'. Quindi da D la DE normale a CB 
e da E la EF' normale a C’B'. Saranno DE , EF' le tracce del 
piano cercato. Infatti se questo deve esser per condizione nor- 
male alla retta data, le sue tracce e le proiezioni della retta sa- 
ranno respettivamente normali fra loro. Dunque A'D' sarà paral- 
lela alla traccia verticale , e lo sarà per conseguenza anche la 
retta (A'D‘, AD) (87 5 ) . Ma questa retta ha comune col piano 
il punto (A, A'), se dunque é di più parallela ad una delle tracce, 
deve necessariamente esser tutta quanta in quel piano . Quindi 
la sua traccia orizzontale D (863. sarà altresì un punto del- 
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la traccia orizzontale del piano , la quale dovendo esser inol- 
tre normale a GB, sarà perciò nella direzione di DE, come egual- 
mente' la traccia verticale, che deve partirsi da E (864. 5 .°) ed 
esser normale a C'B', sarà nella direzione di EF'. 

878; XII. Condurre utì piano perpendicolare ad un piano 
dato, e che passi per una retta parimente data. 

Da un punto qualunque della data retta si condurrà una 
perpendicolare sul piano dato (878) : quindi si farà passare un 
piano per questa e per la retta data (875), che sarà visibilmente 
il cercato ( 5 pi). 

879. XIII. Da un punto dato abbassare una perpendicolare 
ad una retta data . 

Si comiucerà dal condurre per il punto dato un piano 
perpendicolare alla retta data (877); si determinerà il punto del 
loro incontro (876)1 per questo punto ed il dato si farà passare 
una retta (867), la quale poiché passa per costruzione dal punto* 
dato, ed é normale alla data (582), sarà perciò la cercata . 

880. XIV. Date le rette (AB, A'B'), (BC, B'C') che s’incon- 
trino nel punto (B,B') trovarne l'angolo. 

Si cerchino lo tracce orizzontali delle due rette (869) , e 
supposta 1 ’ una in A , 1 ’ altra in C , si conduca BD normale ad 
AC, si prenda òd==BD, si congiunga B l d, e prolungata DB in G, 
finché sia DG=B'd', si formi il triangolo AGC. F, manifesto che 
AC e le due rette date formeranho un triangolo , che avrà per 
base la stessa AC , per vertice il punto dato (B,B') , per angolo 
al vertice 1’ angolo cercato , é per altezza 1’ ipotenusa di un se- 
condo triangolo, i cui cateti sono BD, B 7 >, altezza che saià quin- 
di eguale a B ’d , e per conseguenza a DG . Perciò il triangolo 
fatto da AC con le due’ rette date e il triangolo AGC che hanno 
altezze eguali^ e base e segmenti della base comuni,sono eguali; 
e 1' angolo AGC del secondo è dunque eguale all’ angolo oppo- 
sto ad AC nel primo, e per conseguenza al Cercato - 

881. XV. Data una retta ed un piano , determinar l’angolo 
di quella su questo. 

L’ angolo che qui si cerca è complemento di quello che 
la retta farebbe con là nontiale abbassata da qualunque suo pun- 
to sul piano . Condotta dunque questa normàle (876) , e deter- 
minato l’angolo che fh con la retta (880) , avremo quello della 
retta col piano . 
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882. XVI. Dati due piani inclinati l'uno sull'altro trovarne 
1’ angolo- 

StabiUta l’ intersezione dei due piani (87^) , ai conduca 
ad un punto qualunque della medesima un piano normale (877)} 
se ne determinino le due intersezioni coi piani dati (870); e co- 
struito l'angolo di. queste intersezioni (88o)j sarà questo l'angolo 
cercato (58g). 

883. XVII. Date due rette situate in piani) diversi e non 
parallele, trovar la più piccola distanza dell’ una all' altra . 

Per un punto qualunque) preso sopra la> prima delle 1 due 
rette si: condurrà una parallela alta seconda (873) . Per questa 
parallela e per la medesima prima retta si condurrà un piano 
(87&), che sarà- dunque parallelo alla seconda. Ad esso piano in 
direzione delia seconda retta sbcondurrà un piano normale(878){ 
si determinerà 1* intersezione dei due piani (872); c il punto ove 
questa taglia la prima delie due rette (871) ; e da questo punto 
si abbasserà una normale sulla seconda (879) • È evidènte che 
questa^ sarà normale anche alla prima , e perciò determinerà la 
distanza 1 cercata . 

884* XVITL Dato il piano (ABG’) trovarne gli 1 angoli! diti* 
clinazione sui piani orizzontale e- verticale. 

Da un punto qualunque D di MN si conducano AD , DCt 
1’ una normale ad MN , l 1 altra alla traccia BC' . Quindi si pren- 
da DE=DC' e si unisca AE . Il piano (ADC') sarà perpendieo-' 
lare al piano verticale (5g 1 )i e quindi anche alla traccia C'B (5g ?)' 
intersezione dèi piano dato col verticale. Dunque immaginando 
uniti A, C' anche AC' sarà normale a C'B (58a). Inoltre essendo 
retto 1* angolo ADG' , i 1 triangoli ADC' , ADE saranno eguali 
(455. i.°), e quindi eguali anche gli angoli AC'D , AED . Ma il 
primo misura 1’ inclinazione del piano dato sub verticale (58g)i 
dunque anche il secondo , che sarà perciò uno dèi due cercati • 
Nel modo stesso costruiremo anche 1* altro . 

885. XIX. Data la curva (ABC , A'B'C') condurre una tan- 
gente ad un suo punto qualunque (BB'). » 

La soluzione di questo problema e dei seguenti relati- 
vi alle curve , suppone che si sappia risolver 1‘ altro quesito 
più semplice e indipendente dal metodo delle projezioni e dèlia 
Geometria descrittiva : cioè condurre in un piano dato una tin- 
gente ad un punto qualunqu&di una curva, situata nel medesimo 
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21 1 piano. Abbiamo già sciolto questo quelito rapporto alle curve coni- 
che (75o, 767, 783 )j daremo altrove il modo di risolverlo general- 
mente. Ciò premesso, e condotte ai punti B,B' delle curve ABC, 
A'B'C' le tangenti BIVI, B'M', è manifesto che 1* una sarà la pro- 
iezione orizzontale , 1’ altra la verticale della tangente cercata , 
che sarà perciò rappresentata da (BIVI, B’M'). 

88 6. XX. Trovare l’inclinazione di una curva data sui piag- 
ni di projezione. 

Si conduca ad un punto qualunque della curva una tan- 
gente (885) j e se ne determini l’inclinazione sui piani (868) ; é 
manifesto che questa sarà la cercata , poiché la tangente e la 
curva sono in un medesimo piano. 

ara 887. XXI. Dato un punto (P,P') fuori della curva (ACB, A'C'B') 

condur da quello su questa una tangente. 

Si prenda sulla proiezione orizzontale ACB della curva 
data una serie di punti a , a', a" ec., si conducano ai medesimi 
le respettive tangenti; sulle tangenti le normali abj a'b’, a''b" 
ec., e su di queste da P le normali Pò, Pò', Pò'' ec. Per i punti 
ò, ò', ò" cc. si faccia passare la curva òò'ò" (725) e al punto C, 
ove questa taglia 1* altra , si conduca da P la retta PC . Questa 
come tutte le altre condotte da P sulla curva òò'ò" sarà ad an- 
golo retto con la normale al punto C della curva ACB , quindi 
sarà tangente in C (534), e C sarà la projezione orizzontale del 
punto di contatto cercato . Quanto alla verticale si sa che deve 
trovarsi in un punto di CC' normale ad MN (864 i.°), e nel tem- 
po stesso in un punto della curva A'C'B': sarà dunque nel co- 
mune incontro C’, e P'C' darà la projezione verticale della tan- 
gente richiesta, come PC dà 1’ orizzontale < Si noterà di passag- 
gio che alla curva òò'ò" ec. si dà il nome di curva degli errori , 
ossia curva delle false posizioni (33g), in quanto che le rette 
Pò, Pò', Pò" ec. sono come altrettante situazioni che in certo 
modo falsamente si attribuiscono alla retta data, e che col mez- 
zo indicato portano poi a trovarne la vera. 

2 1 3 888. XXII.Sopra una curva (ACB, A'C'B') condurre una tan- 

gente parallela ad una retta (PQ, P’Q') data nel piano della curva. 

Ai punti a, a', a" ec. presi lungo la curva ACB si con- 
ducano le tangenti ab, a'b', a"b" tutte eguali fra loro , e dirette 
in un medesimo senso . Da ò, ò', ò" ec. si abbassino le bd, l>'d' t 
b"d" ec. parallele alia projezione PQ della retta data e parimente 
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eguali fra loro. Si descriva la curva che passa per i punti d,d',d" 1,5 
ec. ; e dal punto C , ove questa taglia I* altra , si conduca CT 
parallela a PQ . É chiaro che la proiezione orizzontale della 
tangente cercata doyrà trovarsi fra le parallele bd , b'd\ b"d!' ec.; 
ma non può trovarsi fra quelle che cadono sul ramo interiore 
C d"'d' v della nuova curva, perchè queste son visibilmente secanti 
della curva ACB , non fra quelle che cadono nell’ altro ramo 
esteriore, perchè queste non incontrano in verun luogo la cur- 
va ABC ; dunque sarà quella che cade in C , cioè laTC. Avuta 
cosi la projezione orizzontale della tangente cercata, avremo la 
verticale elevando al solito normalmente ad MN la CC' fino all’ 
incontro in C' con la curva A'C'B', e unendo C' con P'. 

889. XXIII. Data la curva (ABC, A'B'C')e il piano (DEF'), »*4 
trovar la loro comune intersezione . 

Da un punto qualunque G di ABC si conduca GK paral- 
lela alla traccia orizzontale DE, e GG' normale ad MN. Inoltre 
da K. e K' si conducano RK', K’G' 1 * una normale, 1 ’ altra pa- 
rallela ad MN. Sarà (GKK/) un piano verticale che interseche- 
rà lungo la retta (K.G,K'G') il piano dato (DEE’) (872), e con- 
terrà di più la normale (Gff, G’g) elevata sul punto G del piano 
orizzontale . Or questa si trova altresi nella superficie projet- 
tante verticale della curva data ( 85 1): dunque (G,G') è un punto 
d’ incontro fra il piano dato e la detta superficie projettante , e 
G' ne è la projezione verticale, come G l'orizzontale. Nel modo 
stesso potremo aver tutti gli altri punti dell’ intersezione* del 
piano colla superficie projettante, e le loro projezioni verticali, 
che formeranno sul piano verticale una curva, la qualé suppor- 
remo rappresentata ’da D'G'L' . Sarà dunque (ABC , D'G'L') la 
curva prodotta dalla suddetta intersezione del piano colla super- 
ficie projettante, e la curva dei punti comuni alla superficie ed 
al piano . Ma questa superficie contiene altresì i punti della 
curva data ( 85 1), e perciò anche i punti cercati, e questi debbon 
di lor natura esser comuni anche al piano , e perciò alla curva 
(ABC, D'G'L'); resteranno dunque determinati dall'intersezione 
della curva data con la curva (ABC, G'D'L') , o da quelle delle 
loro projezioni . 

890. XXIV. Dato un punto ed una curva condur per quello 
un piano normale a questa . 

Presa sulla curva data una serie di punti, e da ciascun 


\ 


Digilized by Google 



di essi condotta una tangente , si faranno passare per il punto 
data dei piani normali ad esse Ungenti (877) e si determineran- 
no le intersezioni (876}. Descritta quindi la curva formata dalle 
medesime intersezioni, i punti, ove questa taglia la data, saran- 
no evidentemente i cercati . 

891- XXV. Data una sfera ed un piano secante , determi- 
nare il circolo delia sezione . 

Le projezioui orizzontali e verticali della sfera sono le 
basi di due cilindri circoscritti, che han per centri le proiezioni 
del centro della sfera . Determinati dunque quei centri (460) , 
avremo quello della sfera (862) . Da questo si condurrà una per- 
pendicolare sul piano secante (Byti), si determinerà il punto, ove 
essa lo incontra (to') , e sarà il centro del circolo cercato (693) . 
Costruito in seguito un triangolo rettangolo che abbia il raggio 
della sfera per ipotenusa , e per uno dei cateti la predetta nor- 
male, I' altro cateto sarà il raggio della sezione . Se poi occor- 
resse averne le projezioni effettive , si cercheranno le inclinazio- 
ni 0, 6' del piano secante sull' orizzontale e sul verticale (872); 
e supposto r il raggio della sezione, trovato come si è detto, 
si costruiranno l'ellissi delle equazioni y*=cosÒ(2rx — x a ) , 
y*z=<Ms()'(2rx' — ’x' % ) prendendo per centri quelli delle due pro- 
iezioni della sfera , e per assi delle ascisse le due tracce del 
piano secante. Queste curve cosi descritte saranno le projezioni 
cercate (837. a.°). 

*«9*. XXVI. Trovare il centro e il raggio di una sfera che 
passa per quattro punti noti . 

Si uniranno con rette il primo punto col secondo , il se- 
condo col terzo.il terzo col quarto (867). Sulla metà di ciascuna 
di queste tre rette si alzerà un piano normale (877) , si deter- 
minerà 1' intersezione del primo di questi col secondo, e del se- 
condo col terzo (872): il punto ove queste due intersezioni con- 
correranno sarà il centro cercato . Infatti le rette che uniscono 
i punti dati son corde della sfera , dunque i piani alzati normal- 
mente sulle loro metà contengono i raggi normali alle medesi- 
me (448); passano perciò tutti per il centro, che essendo quindi 
comune ai tre piani deve combinarsi nel concorso di due delle 
loro intersezioni. Trovato il centro, si unirà con uno dei punti 
dati (867) e si avrà il raggio . 

.* 8c)3 XXVII. Trovar 1’ intersezione di due sfere date. 

i 
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Premettiamo che questa sezione è un circolo; infatti se 
da qualunque punto di essa pi conduca una normale sulla retta 
che unisce i due centri, sarà quella un' ordinata comune ad am- 
bedue le sfere; apparterrà dunque ad ambedue il circolo minore 
corrispondente (6g3) , che perciò sarà l’ intersezione delle due 
sfere . Inoltre il piano di questo circolo sarà normale alla linea 
dei centri (582), il raggio corrisponderà alla perpendicolare ca- 
lata dal vertice del triangolo, che ha per base la linea dei centri 
e per i lati i raggi delle due sfere, ed il centro caderà sull’ in- 
contro della perpendicolare sulla base . Sia ACB questo trian- 
golo , CD la perpendicolare , fed AD, DB i due segmenti. Sieno 
inoltre 6, to' le inclinazioni della linea dei centri coi due piani di 
projezione (868). Saranno 90— Ó, 90— fi' quelle dei piani medesimi 
col piano della sezione. Avremo dunque le projezioni di questa se- 
zione costruendo l’ellissi dell’equaziani j 2 =ren6(2rxCD— x a ), 

* y*=scn(j\ ix’xCD— z' 5 ), dirigendone l’asse maggiore normal- 
mente alle projezioni di AB (877), e fissandone il centro lungo 
queste projezioni ad una distanza da quelle del centro A corri- 
spondente ad ADcosfi per 1’ una, edADcoffi’ per l’altra{6y$). 

894.XXVIII. Trovare i punti comuni a tre sfere date, che 
s’ intersecano fra di loro. 

Costruite nel modo precedente le sezipni della prima con 
la seconda , della seconda con la terza; i punti che si troveran- 
no esser comuni a queste sezioni saranno i cercati . 

8q5. XXIX. Condurre un piano tangente ad una sfera in 
un punto dato . 

Si condurrà un raggio al punto dato (867), all’estremità 
del raggio si alzerà un pianò normale (877) , che sarà il piano 
richiesto. 

896. XXX Data una sfera ed una retta fuori di essa, con- 
durre per la retta un piano tangente alla sfera. 

Per il centro della sfera si farà passare un piano norma- 
le alla retta data (877) , si descriverà la sezione della sfera e del 
piano (891); si determinerà 1‘ incontro del piano con la retta 
(876) , e da questo si condurrà una tangente sulla sezione (888). 
Per questa tangente e per la retta data si farà passare un piano 
(8^5), che sarà tangente alla sfera. 

987 XXXI. Condurre un piano tangente a tre sfere date . 

Per semplicizzare questo problema prenderemo per pia- 


no orizzontale quello che passa per i centri delle tre sfere . 
Sieno frattanto HTO , K.LR , 1 GP i tre circoli massimi, sezioni 
respettive delle tre sfere e del piano. Si conducano HS, OQ tan- 
genti comuni 1' una alla prima e seconda sezione (619. II.), l’al- 
tra alia prima e alla terza : 1* una e 1’ altra si prolunghino tino 
ai loro incontri in S, Q coi prolungamenti delle linee dei cèntri 
AB, AC . Su queste linee dai contatti H, O si abbassino le nor- 
mali HI, OR, che prolungate si suppongano concorrere in T . 
É risibile <.° che se si faccian girare 1 triangoli HIS,ORQ intorno 
ai iati IS,KQ nasceranno due coni retti (Gì 1) circoscritti, e quindi 
tangenti alle sfere; a. 0 che questi coni fvranno per basi i circoli 
descritti dalle ordinate HI , OR ; 3 .° che i piani di queste basi 
saranno normali al piano orizzontale , ed avranno per tracce 
orizzontali le rette HT, OT; 4 -° che il punto T comune alle due 
tracce sarà la projezione orizzontale del punto comune alle cir- 
conferenze delle due basi ; 5 .° che l’ altezza della projezione 
verticale di questo punto al di sopra del piano orizzontale , 
sarà 1 ’ ordina^» corrispondente all’ ascissa AT . Col mezzo di 
queste due pròjezioni avremo dunque il punto d’ intersezione 
delle due basi dei coni , ed unito questo punto con S, Q (887) 
avremo due rette, 1’ una delle quali appartenendo ad un cono, 
I’ altra all'altro, saranno tangenti quella alla prima e seconda 
sfera, questa ellu^prima ed alia terza. Perciò fatto passare un 
piano per esse due rette (876), questo sarà tangente alle tre da- 
te sfere . • «« o 

898. La posizione assegnata ad arbitrio neU’ultimo problema 
al piano orizzontale, e che ha contribuito a dar la maggior pos- 
sibile semplicità alla soluzione del medesimo , avrebbe egual- 
mente rese più semplici quelle di molti altri dei problemi 
precedenti . Or questo arbitrio è quasi sempre lecito in pra- 
tica , e si rende poi indispensabile quando si tratti di super- 
fìcie di un genere più elevato, rapporto alle quali le costruzioni 
riescirebber complicatissime, quando non fosse libera la scelta del- 
la posizione dei piani di projezione. Conforme alla protesta già 
fatta (86 1), noi non c’inoltreremo in queste ricerche, che ci por- 
terebbero ad oltrepassar di troppo i limiti prescritti dalla natu- 
ra e dall’oggetto di questi elementi .'Non possiamo però dispen- 
sarci dal dare almeno un accenno della maniera , con la quale 
-ai può rappresentare col tnetodo delle proiezioni una superficie 


97 

qualunque, purché sottoposta alle leggi di continuità, quali son 
quelle appunto che nei più dei casi occorrono nelle arti. 

899. Ogni superficie di tal natura può supporsi generata i.°da 
una linea qualunque di forma data e costante, che si muova pa- 
rallelamente a se stessa in modo che qualunque dei suoi punti 
si trovi costantemente in una medesima retta direttrice; tali sono 
le superfìcie piane ( 855 ) e le prismatiche (602); 2. 0 da una linea di 
forma egualmente costante che si muova intorno ad una retta 
direttrice data; tali sono le superficie dei solidi di rivoluzione 
( 8 o 5 ) j 5 .° da una linea che cangiando di posizione nell’ uno dei 
due modi predetti cangi anche di forma secondo una legge data: 
tali sono la superficie dei solidi piramidali, che possono imma- 
ginarsi formate dal perimetro della base , il quale muovendosi 
lungo una retta AB decresca in ogni suo lato in ragione della 
sua distanza dal punto B ; che se il decrescimento fosse in un 
altra ragione , per esempio in quella delle radici delle distanze 
dal punto B , risulterebbe un nuovo genere di piramidi, le cui 
facce sarebber curvate in forma parabolica; 4-° da una retta che 
passando costantemente per un punto fisso scorra lungo il peri- 
metro di una curva data : tali sono le superficie che abbiamo 
chiamate conoidali ( 858 ). 

900 Or qualunque abbia luogo o di questi o di molti altri si- 
stemi consimili di generazione che potrebbero concepirsi, è cer- • 
to che la superfìcie può sempre considerarsi come prodotta dal 
muovimento di una linea di forma o costante, o variabile nel 
senso o di una linea direttrice , o di una superficie direttrice . 
Essa è dunque data, tosto che è data la direttrice, data la legge 
del muovimento della linea gcneratice, e data la forma di questa 
linea, e di più le condizioni di variabilità di essa forma, quando 
sì supponga variabile . Quindi per rappresentare conveniente- 
mente tal superficie sui piani di proiezione basterà i.° descri- 
vervi le curve di projczionc della direttrice; 2. 0 ad ogni punto 
o pel maggior numero possibile di punti di queste curve segnar le 
corrispondenti projezioni della generatrice, secondo le posizioni 
e forme che in quei punti corrisponderanno alle leggi del suo 
movimento e delle sue variazioni. È fucile comprendere come 
da un tal modo di rappresentare si avranno quanti punti si vor- 
rà della superficie rappresentala , e che le projezioni ilcllc di- 
verse posizioni della generatrice avranno forme pai tit olai i , le 
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quali manifesteranno assai chiaramente quella -della superficie 
generata. I giovani che vorran più oltre avanzarsi in questo im- 
portante ramo di scienza , avran luogo di ben conoscere come 
questo sistema si adatta a tutte le operazioni possibili , e go- 
de egualmente che i precedenti del prezioso vantaggio di fare 
ymagine . 

INFINITI E INFINITESIMI 

901. Intendiamo per quantità infinite e per quanv 
tità infinitesime quelle, la cui grandezza o piccolezza 
eccede qualunque valore che lor si volesse o si potes- 
se assegnare, e che comunque grandi , o comunque 
piccole si concepiscano, posson sempre concepirsi an- 
che maggiori o minori . Esse sono quell’ estremo lir 
mite, a cui le quantità ognor crescenti o decrescenti 
tendono continuamente, senza poter mai raggiungerlo 
e molto meno oltrepassarlo. Così sarebbe infinito 1 ’ ul- 
timo termine della serie crescente 1, 2, 3, 4 ec., ed in- 
finitesimo l’ultimo della decrescente 1, |, j ec. E' 

.pure infinitesimo un rotto che abbia un denominato- 
re infinito, poiché diminuendo il valor del rotto a mi- 
sura che (cresce quello del denominatore (48), quan- 
do questo ecceda qualunque grandezza assegnabile e 
divenga infihito, 1‘ altro dovrà trovarsi inferiore a qua- 
lunque piccolezza assegnabile e divenire infinitesimo. 

* Per 1 ’ opposta ragione sarà infinito un rotto che ab- 
bia un denominatore infinitesimo ; molto più poi se 
„ lo avrà nullo. 

905. Son del pari infiniti di numero i punti che 
distinti di luogo gli unì dagli altri posson segnarsi so- 
pra una linea o retta o curva, la quale perciò o pic- 
cola o grande che sia, potrà riguardarsi come 1’ aggre- 
gato di un numero infinito di punti. Sono infinite di 
pwmero le linee che 1’ nne consecutivamente ali’ altre 
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posson segnarsi sopra una superficie, la quale perciò 
sarà come 1’ aggregato di un numero infinito di linee. 
Sono infinite le sezioni parallele, che possono prati- 
carsi in un solido, che sarà dunque come 1’ aggrega- 
to totale delle superficie di qualunque sezione. Quin- 
di il punto sarà I 1 infinitesima parte della linea, la li- 
nea l’ infinitesima parte della superficie, e questa l’ in- 
finitesima parte del solido. 

go3. Per esprimere o rappresentar l’ infinito si usa 
il segno o il carattere co. I.’espressioni aco , 3co , a<x> si- 
gnificano l’infinito preso i, 3, a volte; <x a , co 3 , ce signi- 
ficano i prodotti di due^ di tre, di n infiniti, che si 
chiamano anche infiniti del secondo , del terzo, dell’ 
n sìmo ordine. Così una linea d’infinita lunghezza è, rap- 
porto al numero dei punti che vi son contenuti, un 
infinito di second’ ordine; q° è la potenza infinita di 
q o l’ultimo termine della progressione infinita 

ec. — «, — sono infinitesimi del secondo, del terzo, 

CO CO co" 

dell’ n ,imo ordine. 


go4- Le quantità infinitesime di un ordine qua- 
lunque sono infinitamente più piccole di quelle dell’ 
ordine precedente, e infinitamente più grandi di quelle 
dell’ ordine seguente, e perciò sono infinite rapporto 
alle seconde, infinitesime rapporto alle prime. Ciò facil- 
mente risulta dalla proporzione : — :: — - : — - — : 

co"-*-' a» a» c:"- 1 

Oppostamente gl’ infiniti d’ ordine superiore sono in- 
finitamente più grandi di quelli d’ ordine inferiore e 
viceversa, come egualmente le finite sono infinitesime 
rapporto alle infinite, e infinite rapporto alle infini- 

. . _ <j a 

lesi me: intatti co: a:: a : — . 

co - 


-a 


» 


* 


go5. Le quantità poste in calcolo dall’ algebra or- 
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dinaria essendo supposte sempre finite , e perciò so- 
stanzialmente differenti dalle infinite e infinitesime, ne 
segue che i principj ammessi per quelle saranno al- 
meno in qualche parte insufficienti per queste, e l’in- 
tervento degli infiniti o degli infinitesimi in un’ equa- 
zione esigerà nuovi canoni, senza i quali non saremo 
certi di giungere a risultamene esatti e rigorosi . il 
che quanto sia vero chiaramente apparirà dagli esem- 
pj seguenti . 

J. Sia la progressione geometrica decrescente 
555 

— , — x, — » ec. continuata fino all’ infinito., e voglia 

io IO a . io 3 ° 


6 i 


»^6 


* O I 

tutta sommarsi. Avremo (320) «=— , g==— , n— co 

. I IO ' IO 

cd s=a^—— mentre, come è già noto 

(8g), dovrebbe aversi semplicemente s=z 

II. Posti a, b due archi qualunque, abbiamo 

dalla trigonometria (65 i. 77 «) a ~^ lanp b 

Sia frattanto a — 90 °, avremo (644 ) sen(a-+b)~cos b t 
scn(a b)z=?cos b, tanga= S £^=^( 633. 4 °)=co (901); 

d onde 1 = — -, in luogo di 1=1. 

co - iatig b co — tangb 0 

III. Nel circolo ÀMB abbiamo la tangente MT= 

~^(?rx—x')==r\J ^ ) — 1 j(536).Fatto x-r 

deve aversi MT=rx (633. 4-°) » mentre la formula dà 
MT— V(ri co 1 — 7 ,a ) . 

IV. Dal vertice A dell’ iperbola AMQ si con-. 
duca AS normale all’ asse AN prolungandola fino 
all’ incontro in S con la tangente TM . I triangoli 
TAS , TPM daranno TP:AT::PM:AS , ossia (7 06) 
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a a — a a ax—a* b „x ic i ,x—a * . 

— — - : — — — : 1 ): Ab=ov^q^. Se si suppon- 

ga x infinita , e che per conseguenza la tangente 
MT si converta nell’ asintoto CR (788), avremo AS= 

bf — — -.mentre sappiamo che deve aversi semplice- 1 

mente AS—b (ivi). • 

^jj , 

V. Nell’ istessa iperbola abbiamo AT —d — — 
(786). Supposta a?=co si sa che deve risultarne AT= 
AC=rt(788), e frattanto l’equazione darebbe AT=4— — * 

90 6. Or da questi esempj e da moltissimi altri che 
potremmo nel modo stesso esibire, apparisce i.° che 
i risultamenti ottenuti con le regole ordinarie dell’ ab 
gebra, e nei quali si trovano termini di valore finito 
congiunti a termini di valore infinito o infinitesimo., 
sono erronei ; a. 0 che per ridurgli al loro giusto va- 
lore bisogna eliminare tutti gli infinitesimi che si tro j 
Vano di seguito alle quantità finite, e le finite che si 
trovano di seguito alle infinite : o che è lo stesso , 
conviene istituire delle particolari equazioni tra le « 
quantità finite nel primo caso , e tra le infinite nel 
secondo . Applicando infatti questo principio agli ad- 
dotti esempj, tutti i risultamenti divengon subito esalti. 

907. Ma come potrebbe sempre, e con qualche 
ragione, dubitarsi della generalità di un principio, il 
quale non avesse altro appoggio, che esempj e prove - 
partisolari, per quanto queste fossero numerose, ec- 
cone una dimostrazione semplice e piana, dedotta dalle 
nozioni medesime che abbiamo date degl’ infiniti e de- 
gl’ infinitesimi (901) . Sieno a, b due quantità finite 
ed a., (ò due quantità infinitesime, e si abbia 1’ equa- 
zione a-+u=b-+-t 3. Se non fosse a—b, potremmo slip* 
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porre a—b±c, valore che sostituito nell’equazione 
porterebbe a concludere fi — x~±c . Or perchè ciè 
sussistesse converrebbe che a e fi non potessero esser 
minori di c ; il che ripugnando al supposto che a e fi 
sieno infinitesime (901), rende manifesto che non può 
esservi differenza alcuna fra a e b, ossia che deve a- 
versi a=b. Lo stesso si dica se a, b fossero infinite 
ed «, fi finite, o se quelle fossero infinite di un or- 
dine superiore, queste d’ un inferiore, o se quelle fos- 
sero infinitesime di un ordine inferiore, queste di un 
superiore : poiché in ciascuno di questi casi a e fi sa- 
rebbero sempre infinitesime rapporto ad a, b (gc/f). 

908. E' però da avvertirsi i.° che quantunque nel- 
l’equazione a-+ct—b->rfi debba supporsi a=b , non 
sempre potremo altresi concludere «=/ 3 ; poiché la dif- 
ferenza fi — a fra fi e et può sempre concepirsi mino- 
re di c senza che per questo sia zero. Cosi nell’ana- 
lisi dei finiti per quanto da am—an risulti in gene- 
rale m=n, non ha luogo però questa medesima con- 
seguenza quando sia a= o, o che si abbia oxm=cxn; 
come del pari da ( 1 3 1) non può dedursi bz=a s 

* quantunque ciò venga dato dall’ equazione più gene- 
rale b m ==a m . 2. 0 La soppressione delle quantità fini- 
te di faccia alle infinite non deve aver luogo quan- 
do sì 1’ une che 1’ altre facciali parte di un esponen- 
te : così non può ridursi a q°° ; perché in tal 

caso l’unità aggiunta all’infinito non indica somma, 
ma prodotto , e si ha q ao ~ i ~ t =q QO xq , espressione ben 
differente da q°° (y o 5 ). 

909 II principio che abbiamo sopra stabi li to(go6.2.") 
è stato per lungo tempo assunto per base del calco- 
lo differenziale di cui adesso entriamo a trattare, e 
noi pure seguitando il più gran numero dei Geometri, 
per tale Jo assumeremo . L’ apparente contrudizione 
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thè regna fra il medesimo e i canotti ortlinarj delle 
equazioni (187), nasce dall’ impossibilità di formarci 
un’idea giusta e completa dell’ infinito e dell’ in fini- 1 
tesimo; nè d’altronde deve muoverci a dubitare del- 
la di lui verità, dopo le prove che ne abbiamo arre- 
cate e il ragionamento col quale'. 1’ abbiamo compro- 
vato . Le matematiche son piene di simili enigmi, For- 
se anche più inintelligìbili, ed ai quali frattanto co- 
mecché assistiti dall’ appoggio dei raziocinj e dei fatti, 
ttiuno ardirebbe di contradire . La regola dei segni 
(118), quelle dei' radicali irrazionali, e molto piA 
quelle degli immaginar] (167) somministrano lamino- 1 
si esempi di questo genere. 

Leibniziò , che il primo arricclù 1 ’ analisi del 
principio, del quale parliamo , lo riguardò come as- 
sioma, sembrandogli troppo evidente che due quan- 
tità debbano prendersi per eguali , allorché la lor 
differenza è minore di qualunque quantità imma- 1 
ginabile ed assegnabile ; e poco o niente Curando le’ 
speciose objezioui che gli venivano opposte , ttotf 
pensò che a trar partito dalla prodigiosa fecondi-* 
tà del suo fortunato concètto , ed entrar coraggio-* 
so nel vasto campo di scoperte a cui mediante il me- 
desimo si era aperta la più facile strada. Euleto che 
volle poscia ridurlo a teorema non fu molto felice nel 
Suoi tentativi; ed anzi che diminuire, piuttosto con-* 
tribui ad accrescere le querele degli oppositori: talché 
i più insigni fra i susseguenti Analisti giudicaron miglior 1 
partito di abbandonare il principio infinitesimale, e‘ slip- 1 
plire con altri che fossero maggiormente al coperto dagli 
attacchi di tutte le metafisiche sottigliezze . li meio» 
do dei limiti e quello delle derivazioni, a questo prò-* 
posito immaginati , riescirono applnuditissimi , e lor* 
si applaude tuttora : ma poiché quanto questi sur* 
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pelavano 1’ antico principio per parte dell’ eviden- 
za geometrica , altrettanto gli cedevano nella sem- 
plicità e nella facilità delle applicazioni, il canone Lei- 
bniziano fu perciò di nuovo proposto e raccomanda- 
to da quei medesimi che più faticato avevano per farlo 
abbandonare. 11 merito di averlo in seguito posto nel 
più chiaro lume si deve a Camot , che prendendo 
a sviluppare un’ idea già prodotta da La-Grange, mo- 
strò come la soppressione delle quantità infinitesi- 
me in faccia alle finite o di queste in faccia alle in- 
finite non è un errore che si commetta, ma la com- 
pensazione di un errore già commesso ed involto nel- 
1’ ipotesi stessa , d’ onde sempre partiamo, qualunque 
volta si procede all’applicazione del principio di cui 
si tratta. Si vedano le di lui riflessioni sulla metafi- 
sica del calcolo infinitesimale . 

Del reato determinandoci noi per questo principio , atte- 
sa specialmente la facilità di applicarlo, non intendiamo con ciò 
di dargli alcuna preferenza sugli altri, che avremo anzi cura di 
richiamare, qualunque volta occorra di convalidar maggiormen- 
te le più importanti proposizioni. Già abbiamo data a suo luo- 
go un’idea dell'analisi derivata (5qo - 5p3), altrettanto a tempo 
opportuno faremo del metodo dei limiti. Esortiamo poi vivamen- 
te i Giovani vogliosi di continuare nell’ intrapresa carriera , a 
bene impadronirsi dell* uno e dell’altro metodo, ma specialmen- 
te del primo, che troveranno pienamente esposto e discusso nel- 
la Teoria delle funzioni analitiche di La Grange , e nelle Le- 
zioni sul calcolo delle funzioni . Questo studio è reso in oggi 
necessario per l’intelligenza dei più moderni Scrittori, come lo 
studio del calcolo infinitesimale è indispensabile per chi vuole 
internarsi nelle opere luminose di Eulero, dei Bernoulli , di La- 
Grange stesso e di La-Place, e specialmente nelle due Mecca- 
niche Analitica e Celeste, che tra le classiche avranno per lun- 
go tempo il vanto di essere considerate per le più insigni - 
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ELEMENTI 

DEL CALCOLO DIFFERENZIALE ed INTEGRALE 

• i , • i 


Fondamenti di questi due Calcoli 

910. Le quantità si dividono in costanti ed in 
variabili : le costanti , che sogliono indicarsi con le 
prime lettere a, b t c ec. non crescono nè scemano; 
le variabili, che si esprimono con 1’ ultime x , y, z ec., 
crescono o scemano continuamente . Così il diametro 
del circolo, gli assi, i parametri delle curve sono quanti- 
tà costanti, mentre le ascisse, le ordinate, le tangenti 
sono quantità variabili. La porzione, di cui una variabile 
xoy cresce o scema, si espri me con ± $x, ±$y se è finita, 
con ± dx, ± dy se è infinitesima, e si chiama nel i.° caso 
differenza finita, nel 2. 0 differenza infinitesima o sem- 
plicemente differenziale; avendo luogo il -+• se la varia- 
bile cresce, il — se scema. Dunque à o d non sono 
quantità, ma semplicemente segni, con cui s’ indica il 
cangiamento finito o infinitesimo della variabile. E ge- 
neralmente < 3 <$(x), lf(x,y) t d/(x, y), ec. rap- 

presentano, secondo il segno ^ o d, la differenza fi- 
nita o infinitesima di una funzione (p di x, o di una 
funzione y di x e di y ec., intendendosi per funzio- 
ne di x, o di x e di y ec. un’ espressione comunque 
composta di queste variabili e di costanti . 

gii. Due o più variabili fra le quali esistano delle equazio- 
ni, che ne fissino lo seambievol rapporto, diconsi dipendenti fra 
loro; tale è il caso delle coordinate nel circolo, ed in ogni altra 
curva . Allora variando 1’ una debbono necessariamente variare 
tutte 1 altre, che ne dipendono : mentre, se sono indipendenti , 
niuua varierà per semplice effetto della variazione dell’ altre. 
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É però da notarsi i.'che l' e^ttazìoni di rapporto debbono esser* 
sempre minori del numero delle variabili ; se lo eguagliassero, 
ciascuna avrebbe un valor determinato (194), per cui si catte- 
rebbe in costante, 2. 0 che se si abbia una sola equazione di rap- 
porto tra più di due variabili, una sola di esse, da fissarsi ad 
arbitrio, sarà dipendente dalle altre : le altre ne dipenderanno 
a vicenda, ma saranno indipendenti fra loro; .V° in conseguen- 
za in un sistema di m variabili ed n equazioni, supposto, come 
abbiamo stabilito, m>n, vi saranno m — n variabili indipenden- 
ti : poiché per mezzo dell' eliminazione posson tali equazioni 
ridursi ad una sola con m—n-i-i» vai labile. 

912. Sia la curva CMH dell’ equazione 
e con le coordinate AB=ar , AD=x', AF— x”, ec. , 
BC —jr, DE —y, FG=^", ec.; sarà BD=^x, DF=£r', 
ec., Ea=fy, Gb=ì/, ec. Avremo dunque AD=x'= 
x-r^x , D E -+■ èy , ec. , e di qui àx=x' — x y 

fy=y' — y, onde i.° sottraendo dalla variabile can- 
giata il suo valore primitivo, ne risulta quello della 
sua differenza . 

gi 3 .Sarà inoltre y' =r£p(x'), cioè^-t-< 5 y==Q(.r-+ àxf 
Ma òy=$‘i f (x), dunque — 

Cp(x) ; perciò 2. 0 per avere la differenza d J una fun- 
zione ad una sola variabile x. basta sostituirvi xh- 
in luogo di x, e toglierne in seguito la funzione 
primitiva . 

914. Che se la funzione sia di più variabili, e si 
abbia y=f(u, x, z, ec.) , quantunque il cangiamento 
d’ una sola variabile ne produca sempre uno nella 
funzione , il cangiamento totale della funzione o if 
suo passaggio da y ad y dovrà necessariamente di- 
pendere da quello di tutte le variabdi insieme ; a- 
vremo in conseguenza y=§ ( u , x' , z' s ec. ) , cioè 
y-s-$y=$(u, x, z, ec.)-\-à<$(u,x,z,ec.)=$(u-ì-$'u,x-+- 
ìx, z-\-£z, ec. ) , 'e x , z , ec. )= 4 '(u-+-^tt, x-+àx r 

a-fJz, e c.) — ^(a, x, z, ec.) ; di qui 3 .“ la differenza 
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totale di una funzione a più variabili si ottiene au- 
mentando ciascuna di esse della lor differenza par- 
ticolare, e sottraendo in seguito la funzione primitiva. 

gió.Dunque ì-(y-+y' -+y" -+ec.')z=y^i-à'y-\-y'-\-ìy'-x 
y"-\-Sy"- t- ec. — (y-\-y' -+y" -*-ec.y=$y-+i'y'-+iy"-+- ec. ; 
cioè 4-° lo- differenza della somma di più variabili 
eguaglia la somma delle lor differenze . Onde poiché 
x'=x-*-$x , y'z=y-¥$y , sarà Sx' = $(x- 1 ròx)=èx-b 
$$x , e $y'?=:àry-k-$y)=ày-ì-Sày . Ora le espressioni 
S$x, àfy, che sogliono ancora scriversi $*x , f 2 ‘y > si 
chiamano differenze seconde ; fix, fiy sarebbero le 
terze ec., ove si osservi, che 5 À x è molto diverso da 
àx*, perchè $*x è la seconda differenza di x , men- 
tre Jx' j è il quadrato della prima thc. Ordinariamente, 
quando una delle differenze prime S'x, $y 

si riguarda come costante , supponendo per esempio 187 
BD=<Jx=DF=FI ; ma non potranno mai farsi costan- 
ti ambedue, poiché allora sarebbe il triangolo CrtE= 

EbG, e la curva CG si supporrebbe una retta , 

916. Infine sia IH =zy, FG=>, DE="j, BC='"jr, 
ec., premettendo l’accento per indicare il regresso del- 
le ordinate all’ indietro : avremo II c=Sy, G b — è"y, 
Ea=$"'yec, onde y—ò'y='y, 'y-f"y=-"y, "y—$"'y= 

”'y , ec. , e perciò y=à'y -+'y—ò 'y-+è"y-\-"y= è'y~\- 
à"y-+ò "'y- ». '"y= ec. = J( y-h "y-h'"y-+ec.)-+(")y (91 5); 
dal che si rileva 5 .° che supponendo^) y=o, cioè nullo 
il primo termine della serie costituita dai differen- 
ti valori di y, ciascun termine di questa serie, o in 
generale una funzione qualunque di y, è sempre la 
differenza della somma dei termini che la precedono. 
Dunque lo spazio Hi, l’arco Wh ec. , tutte funzioni 
di y come vedremo , son la differenza della somma 
degli spazi Gl, EF, ec., o degli archi GH, EG, ec., ovvero 
di uno spazio quulunqueCI, o di qualunque arco CII, ec* 
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917. Di questi teoremi che tutti egualmente si av- 
▼erano delle differenze finite e dell’ infinitesime, il 3 .° 
e 4 *° formano il principal fondamento del Calcolo dij - 
ferenziale, che ha per oggetto di determinare nei di- 
versi casi particolari il valore assoluto della differen- 
za di una funzione, se si tratti di differenze finite; o 
il suo rapporto con quello delle variabili, se si tratti 
di differenze infinitesime : il ù.° può dirsi la base del 
Calcolo integrale, in cui cercasi o la funzione, d’ on- 
de deriva una differenza data, o il rapporto della fun- 
zione alla variabile , quando è dato quello delle Jor 
differenze. Nel seguito s’ intenderanno meglio queste 
definizioni : ma come il calcolo, che suppone le dif- 
ferenze infinitesime , è sommamente più semplice, c 
di un uso piti universale dell’ altro che le suppone 
finite; noi ce ne occuperemo principalmente, riser- 
bandoci a dare qualche saggio del secondo dopo 
aver parlato estesamente del primo, che lo facilita e 
gli fa strada; e usando il comune stile, intenderemo 
parlar soltanto di questo , quando adopreremo, sen- 
z’ altro aggiunto, il termine differenziare. Intanto nel 
darne le regole supporremo le variabili sempre cre- 
scenti, e per conseguenza positive le differenze (910)* 
quando altro non si avverta in contrario . 

Prime regole dei due Calcoli 

918. Ripresa la formula (912) , e can- 

giatovi x in x-+dx (913), si sviluppi ty(x-+dx) in se- 
rie ordinata per le potenze di dx, ponendo col so- 1 
lito metodo( 38 o)$(x-t-ffx)=P-eA^JT-i-Brfjr’' i - 4 -Gia: 3 -+ 
ec. I coefficienti P, A, £, C ec. dovranno esser fun- 
zioni della sola x, senza contener dx, da cui sarar» 
perciò indipendenti ; diversamente non sarebbe ben 
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ordinata la *erie per questa quantità . Dunque i.° 
P=^(x) valore, che essendo vero nel caso di dx=o, 
attesa l’ indipendenza di P da dx, deve verificarsi in 
ogni altro caso. In conseguenza cf^(a:)=(9j3)$(a:-t- 
dx)—$(x)=(idx-+JSdx' 1 -+Cdx 3 -+ec., e poiché in fac- „ 
eia al primo termine A dx svaniscono di lor natura tutti 
i seguenti (906. 2. 0 ), avremo in fine d$(x)—Adx, e 

espressioni generali del differenziale di una 

funzione <£(#), e del suo rapporto a quello della va- 
riabile , 

919. Dunque a.° A—Cp'O*) (pongo <$>' per signi- 
ficare la diversità , che deve passare tra questa fun- 
zione e !’ altra <$(x), da cui essa deriva; ciò si avver- 
ta per lutti i casi simili), e perciò dq>(x)=dxQ'(x), e 

nuova forma delle precedenti equazioni 

che spesso è in uso . Ed intanto noteremo che A 
nelle prime, nelle seconde, sogliono chiamarsi 

Coefficienti differenziali ; e generalmente si dà que- 
sto nome a qualunque funzione finita, che moltipli- 
ca il differenziale di una variabile . 


920. Due cose meritano qui osservazione: l’una che Q'(:r) cor- 
risponde precisamente a ciò che nell' analisi derivata si chiamò 
derivata prima di Cj)(r) (390); l’ altra che indipendentemente dal 

rfd!(r) 

considerare dx come infinitesima ai ha sempre — : — '= A-4-BdxH- 


dx 


Cdx 3 -hec., e poiché quanto più diminuisce dx tanto più 


dx 

si approssima ad essere eguale ad A , dunque A o (p'(:r) é il 
limite dei rapporti fra le differenze della funzione e quelle 
della variabile. Questo limite, la derivata prima di una funzio- 
ne e il coefficiente differenziale son dunque una cosa medesima 
sotto tre diverse denominazioni ; e perciò le regole che daremo 
per la ricerca dei coefficienti , appartengono egualmente e alla 
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ricerca dei limiti e a quella delle derivate . Si avverta che noi 
intendiamo trovato il coefficiente differenziale, quando si è tro- 
vata la differenza della funzione, poiché quello si ha dal divi- 
der questa per la differenza della variabile . 


921. Frattanto poiché A dx non è in somma che 
il secondo termine dello sviluppo di §(x-+dx'), dun- 
que per differenziare una qualunque funzione <f(x) 
di una variabile x , vi si ponga x- 4 -dx in luogo di 
x, e sviluppata la nuova junzione per le potenze di 
d^, il secondo termine dello sviluppo , o quello ove 
dx è alla prima dimensione, sarà il differenziale cer- 
cato. Ma questa regola nei diversi valori particolari 
di <p(nr) è suscettibile di una più semplice enuncia- 
zione. 


922. Cominciando dalle funzioni ad una sola va- 
riabile e mopomie, sia in primo luogo ± bx n -,savk 

<b(x-k-djc)— ± b(x-*-d.v) n z=:( 1 76) ± bx n ± nbx"~~ I dx ± 
ec. , dunque d( ± bx" )= (92 1) ±bnx n -~ l dx , cioè si 
differenzia una variabile a qualunque grado dimi- 
nuendone di un unità V esponente , e moltiplican- 
dola per il prodotto del suo differenziale nel coef- 
ficiente e nell’ esponente primitivo. Cos\ d(x')=*xdx; 

d( 3 x*) — ibx$dx ; r/(— §**)=— /fr'vte ; d (V3* 2 )= 

d($*x»)^*.ò 3 X dt-) = d(x-') = — 


-*dx=—% 


3 


• 923. Si osservi intanto i.° che essendo d(x n )= 
nx*~ l dx J , avremo ± bd{x n ')= ± bnx n l dx— (922) 
d(±bx n ): cioè il coefficiente costante della potenza 
può sempre portarsi fuori del segno differenziale e 
reciprocamente. Sarà dunque d( x ± bdx: perciò 

a.° se. la potenza è del primo grado si differenzierà sosti- 
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tuendo alla variabile il suo differenziale : infine poiché 

i . n n I n 

d ^/bx n \~b m dyx m j—-b m Jc m dx -s=z ^-Jj m x m ' dxx 

— —— • 
b m x m nbx n 1 di' d(b:r n ) 

— — — — tz ; dunque 3 . 

i n m ,, n.m-r- i /uni — i * 

i n my/lbx ) ) 

b m .v m 

il differenziale di un radicale del grado m pub av- 
versi anche più immediatamente dividendo il diffe- 
renziale della quantità sotto il segno per il prodotto 
di in nella radice m di questa quantità alzata all * 
esponente m — 1. 

924. Sia in secondo luogo Poiché l(x-¥ 

dx) = lx ^ 1-+ ( 4°°- , *°) 1 “+• 

A — ™^-+-ec.^ ( 4 o 3 ), sarà dunque d(lx)=^^ , se 

il logaritmo è ordinario; e d(lx)=:-— se è iperbolico 

( 4 c 6 ), come sempre supporremo nel seguito. Perciò 
si differenzia un logaritmo dividendo per la quanti- 
tà sotto il segno il suo differenziale . Così d{lx n ')= 

nX dv - — ~ . P a r i in en te d(T x)= (9 ii)nF~~ l xd(lx ) = 

" dxf-'x ; e infine d(llx)=J^=.~ . 

X LJC X 

92.5. Intanto poiché dsc=xd(lx') , e cangiato x 
in X funzione di si avrebbe egualmente dX— 
Xd(lX) , perciò il differenziale di una variabile , o 
di una sua qualunque funzione, eguaglia il prodot- 
to di essa nel differ enziale del suo logaritmo . Così 

d(x m )=z x' n d(hc m )^= — rrr mx m ’~ ' dx, come trovam- 

mo (923). Dunque se in 3 .° luogo sia $(x)=a mx , avre- 
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mo d(a"*ys=a"*d(l * "•*)=««* xd(mxla)—ma”>*dxla : 
e se a si cangi in e, numero il cui logaritmo iper- 
bolico è l’unità ( 4 io), sarà d(e' n *)=me mx dx. Egual- 
mente d(^e tX ^=e*d(le e ‘^e' X d{e*le)=:e eX e*dx . 

9-ì 6. I differenziali di sena r e cosx si hanno più 
immediatamente senza le serie. Infatti poiché d(senx)= 
(9i5)sen(x-+dx)—senx=(6/iy.5o. 0 )zsenidxcosì(‘ix-+ 
dx) , e d (cosx)—cos(x-¥dx) — cos x= (647. 5a.°) — 
2 sen^dx sen\(%x-*-dx)\ sapendosi (906. a.°) che ax-f 
dx=.ix , e ( 653 ) $en\dx=.\dx , sarà dunque d(sen x)=, 
dx cos x, d(cosx)— — dxsenx : perciò si ha il dìf- 
Jerenziale del seno moltiplicando quello dell’arco per 
il coseno, e il differenziale del coseno moltiplicando 
quello dell’arco negativo per il seno. Perciò d(sen"x)= 
mdx sen m — l x cos x ; d ( cos mx ) = — mdxsenmx ; 

dx 

d(coslx')=. — d (lx)sen lx=i -sen Ix ec. 

927. Ma per meglio mostrare come anche in questo caso 
i coefficienti differenziali niente diversificano dai noti limiti dei 
rapporti e dalle derivate prime delle funzioni (930), convien piut- 
tosto dedurgli dalle serie j e ciò si faià osservando che ( 655 . 8 o c ) 

sen ( x-m/x ) = x -4 -dx s- — ec.=x— — 

2.5 2.3.4 . 5 a- 3 


- , , ec. -t- dx ( 1- 1 — ec. ) -+ ec.» e cos(x-+dx) =; 

a.5.4.5 2 2.5.4 


(€55. 81.*) i~ 


(x-+-dx) 3 (v-t-dx) 4 


x a x4 

-ec.= H— ec. 

a a. 3.4 


x 3 x5 

dx(x -h — — — — ec.)-4-ec. Dunque (921) d(senx)—dx(i — 

x a a 4 

— H — =- — ec. ) = (655. 81.*) dxcosx , e d(cosx)= — dx(x—, 

2 2‘J a x 

x 3 x 5 

— ec.)= (655. 80.*) —dxsenx . 
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Vero é che nel costruir le due serie qui richiamate e da # 
cui si ha il seno e il coseno per l’arco, il valor di B coefficiente 
di x (655) fu determinato con un raziocinio, che quantunque con- 
sentaneo al principio dei limiti (920), è straniero per altro al ri- 
gor geometrico voluto nell'Ar.alisi derivata. Quindi perché nien- 
te resti da desideiare anche per questa parte, e da ogni lato si 
manifesti 1’ identità dei risultamenti a cui porta ciascuno dei tre 
principj (909), e l’uso che indifferentemente e con egual sicu- 
rezza può farsi di ognuno di essi , apporremo qui 1’ ingegnoso 
artifizio immaginato da La-Grange per mostrare che non può 
aversi nè B>i, né Bei, e in conseguenza deve esser B= 1. Si 
suppone ammesso che 1’ arco é maggiore del seno e minore della 

• senx 

tangente. Sarà dunque i.° «nr<i, e quindi - 


<i{ a- xc 


senx 


tangx, ovvero x<~ — r 

0 1/(1 — seiPx) 

$en t 

e a più forte ragione > — 


( 639 ) 


scn r t 

d’onde »> — 

x y/{i-rx 2 ) 


senx 


- (48) ; ed anche 

X 


->1 — x a 


giacché ( e 35) 


x4 


1 — X i 


Ora é ben facile verificar® 


che qualora nel costruir le serie del nura. 655 si lasci indeter- 
minata B , risulta 

BM B 5 x 4 B7 x 6 B 9x 8 1 


seri X 


=B 




-ec. 


a .3 s.3.4.5 z.3.4.5.6.7 2.5.4 5 6.7. 8.9 

e poiché questa serie ha luogo per qualunque valore di x, si 
supponga x tale che si abbia B’x a -<i ; sarà BV<B , 

B^x a , B7 x®<;B^j :4 ec., onde ciascun termine della serie proverrà 
minore del suo precedente. Dunque la somma totale della serie 
sarà minore del primo termine B , e maggiore della somma dei 


due primi termini B- 


2 5 ' 

_ . sen x 

B>- 1 — x a , per essersi veduto >■ 1 


B 8 x a seri x 

quindi i.° B> , d'onde ancora 


x» 


t a i a. 


B a x a sen x 

B_ -, 

- 2.5 X 


B 8 x a sen x 

-<31 per essere <1 


Or siccome queste 


e perciò B- 

2.3 ’ x 

ineguaglianze debbono aver luogo qualunque siasi se, é assai fa- 

Maric r. II. 8 
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eile concluderne che necessariamente B= i. Infatti se fosse B = 
1-t-o), la seconda ineguaglianza non sussisterebbe nel caso di 

x a =- e se fosse B=i — w, non sussisterebbe la prima nel ca- 
B* 

so di x a =oj . 

928» Ma sia <$(.r) un prodotto di due o più fun- 
zioni X, X', X" ec. di x, comunque diverse fra loro. 
Si avrà ( 9 a 5 ) d ( XX') = XX' d ( IX X) = ( 4 co. i.°) 
XX'd(JX-¥lX')— (924) X’dX+XdX. Si troverebbe 
egualmente d(XX' X"yX'X"dX-+XX"dX'-+XX'dX"i 
onde si differenzia un prodotto di più funzioni di - 
verse della stessa variabile sommando quelli del dif- 
ferenziale di ciascheduna per tutte le altre . Così 

d{xlx^ x 3 ) -dxlxf x i -+ %dxlxf x^-+dx^x ?ì ; d(e ìz l*x') •* 
3 e 3 l dxl*x-¥ — — ^-^-\d(e x sen" 1 e x cosxfe x dxsen' 1 e x cosx->r 

%e* x dx sen e x cosxcos e x -e x dxsen' 1 e x scn x—e x dx sen e x x 
( seq e x cos x-t- 2 e x cos e x cos x — sen e x sen x). 

x x x 

Con ciò si differenziano le espressioni x , x ec. Infatti 
d(x x )={cji$)x x d(lx x )=x x d(xlx)=x x [dxlx-+dx')= x x dx (/x-f 1 

ed egualmente d(x x )= z x d(lx* )=x x d{x x lx)=x x (z/(x x (/x-+. 

X X d(J.X ) )=X X (x X dx(lx-k- |)ÌXH )=X* X dx[fx-blx -\ — ). 

x x 

9 1 9 . Parimente r/(|,)=Ìr/( lf^,d(tX lX)= 
dX XdX’ X'dX — XdX' 


X' x rj 


A' a 


: perci ò si differenzia un rot- 
to prendendo > il prodotto del denominatore per il dif- 
ferenziale del numeratore , sottraendone quello del 
numeratore per il differenziale del denominatore, e 
dividendo il resto per il quadrato del denominatore. 
„ , ,/ 3 r 3 \ at^drlx— 5xVx 5/.V;r(3/r — 1 ) ,/ Ar \ 

Cm ''(^7 = = L. • rf(— f 
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/ / iidxP > V T \ a^W-V- Y J C T - , ’ ,Ty '' tr ^ ^rì / /.r \ 

y y x J *jx / / 


dr (cor.r-i- ri rsen ar) 


; che se il numeratore è costante , 

, X'l UÒ-JL 

sarà dX = o , e basterà allora dividere per il qua- 
drato del denominatore d prodotto del suo differen- 
ziale negativo nel numeratore. Così d ^ = -i 

come già trovammo (9*12), e 


come 




93o. Dal che si ha 1 d{tangcc)=d(^^j <926) 


dx cos’s.v-^-dx seiPx 


= (6S6. 1.’) ^ ; 2. 0 d(cotx:) = 
±l ~r x ( 65 7- 4- a )~ $°d(secx)=^ 


cos A x tang A x 


dx col x 


d (— )= 

\iangj ) 

d( — \=. dxtanS —-,^.° d(cos ecx)=:{ —I— 

\cosxJ cosx v ' \sen.A J 

g 3 j. Onde se x é un arco qualunque e p il suo seno o co- 
seno o tangente, ee., sarà i.° dx=d ( arco il cui seno è p ) = 

d{senx)^_d?_. 2 o dx=(KaretC0S p)== __?(™Ll= - 1 : V(, -~A 

cosx \/(i — p" 1 ) senx dp 


sen x 


3 .° dx=d[arc. tang p)—cos 1 xd{tar.g j )= 


dx—d ( are . col p) = — serPx.d ( col x ) = — 


sen x 
d(tangx) dp 

- — - • } u • 

! -+tang* x 1 -+p* 
d(coix') dp 


1 H-cot J x 




cosx.d(secx) d(secx) 

5 . dx — di are. sec p ) — — ■ — 2= — 

tangx ' sec ar^/(fec*x' — 1 

dp 


p\/(p‘ 1 — 0 

d(cosecx) 


tang 

; 6 .° dx = d(arc.cosecp) = — 
dp 


sec Xy/{se c^x — 1 ) 
je>o x.d(cosec x) 


cotx 

; e poiché d ( sen v.x ) 


cosce xy'(cos ec 2 x — 1 ) p*j [p 1 — 1 ) 

d[ 1 — cosx)=dxsenx , e d(cosq.jL )—d( 1 - sen -» ) — — dxcosx i 


sarà di più 7. 0 dx=d{arc.sen v.p ). 

d(cosv.x) 


d(sen v..r) dp 


dx~jcd(arc.cos v.p')—- 


senx y/{?p—p') 
dp 


a 5 8 •’ 


cos X 
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2)32. Riguardo alle funzioni polinomie, compo- 
ste cioè di più termini non riuniti nè sotto un comu- 
ne esponente, nè sotto un cornuti segno logaritmico 
q trigonometrico , r.ip presenta mio con y, y , y" ec. 
questi termini, onde sia y~+j '-+ y"-+ec., abbia- 

mo già velluto (91 5) che sarà dir(x)—dy-tdy'-+ dy"-¥ 
ec.; cioè la di {fetenza totale della funzione eguaglie- 
rà la somma delle differenze particolari di ciascun 
dei suoi termini . Che se tra questi ve ne sieno dei. 
costanti, sarà nulla la lor differenza, e npp ne reste- 
rà traccia alcuna nel differenziale; osservazione di gran 
.conseguenza. Così d(a-¥bx’ 1 -f r c\r ')=- 2 b.xdx -+ ’bcx > dx\ 

jd(‘x-+-lsenx-\-tang'Px)—dx cot x-J * =t 


bx m )= ± bm.x m — l dx. 

955 . Che se tutto intero un polinomio sia eleva- 
to ad una potenza, o compreso sotto un logaritmo o 
una funzione di circolo; poiché allora rappresenta un 
monomio, si tratterà come tale considerando a guisa 
di semplice variabile la quantità sotto il segno. Così 
d(a ± bx m ) n = ( 922 ) n{a ± bx m ) n — l d( ± bx m )— ( 932 ) ± 
bmnx m 'dx(a ± bx m ) n ~ l ; d(*J(a->rbx-rcx ì ))=(£'iò 3 .°) 

d{a-\-bx-\-c.r' 1 ) . 2 v bdx~+ic.rdx / i \_ 

(a-f-òx-I-cj 2 ) '2* l /(a-+bx-+cx 2 )’ \ .r-t-y t« a — X*}) 

. . rf(ar-t- N /(^-.r 2 )) _ dx\x— y(<i 2 -3 2 ) ) 

\9 2 9/ (ot-r/ V /(a ,J ^-a:' J ) J -i (x-+y^(a a — x 2 ) )\/(a 2 — **) 

à (K^senx^{Mx)))=( 9 ili) 

ii{ r 2 -K?en x 3 —v' fi-i-lx) ) %r 3 d.r Jy / / (5-i-tr) (i-+-5reot x 3 )~dx 


x*-+sttn j 3 — y (5 -+lx) 2x( i*-+seu y (3 -+lx ) )y (3 h- 1 x) 


934. Infine poiché d$(x)- dx$'(x) (919) , sarà 
ancora d^{X)—dX'^\X) , differenziale di Cf(Jf), pur- 
ché vi si ponga il valore di dX ottenuto con le rego- 
le precedenti. Così d|(x’)=d(j? , ) £ i ) '(jt , ' J )^' 2xdxf(xfj 

t 
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d$(a‘ — x r )=d(a' ì — Jr , )4 ! '( aa — *’)= — a xdx$ '(a 5 — x v )\ 

955. I differenziali degli ordini superiori non am- 
mettono difficoltà. Quelli del secondo si deducono dai 
differenziali del primo, trattandogli come quantità fi- 
nite , e considerandovi dx come una funzione della!, 
variabile X . Nel modo stesso si deducono quei del 
terzo da quei del secondo, e così successivamente. Sia 
per esempio y=x n e per conseguenza dy—nx n —'dx. 
A vretno d unque d?Y-($i$>)n(n- t)x n — 2 dx À -\-rix n — l d x x* 


(Py=n(n — j)(n — 2 )x«— 3 cfj?3-+3«(n — i ')x n —*dxd’x~¥ 
TìX n —'d J x, ec. Sia più in generale y=^(x), onde (919)’ 
dy—dx\\x ) sarà d\r=dx*ty"(x)^d 3 xfy’(x') ; d s y~ 
dx’'Tr"\x)~\-~idxd' 1 xty"(x')- J rd?x3 ( >'( K x), ec. 

936 . Ma se dx è costante (91 5 ), d x x, d. 3 x, ec. sa- 
ranno nulle, ed allora per 7*= -x * 1 , avremo d 2 y—n(ri-^- 
ì)x n — a <Y.r\ d 3 y=n(n — i)(n — a')x n — 3 dx 3 , e d"y—n(n-** 


0 (n — 2)(n — 5 ) 3.2.1 dx n ; per y=ty(x) sarà d?y=s 

dx l $"(x), d?y —•dx 3 <p’"(x), e d h y=dx n <\W(x)J)unq\\ei 

quantità finita : onde d n y o 

d n $(x) e dx n sono quantità omogenee e di uno stes- 


so ordine infinitesimale (903). Ma si passi ormai alfe 
fu nzioni di più variabili. 


937. Già sappiamo che se u=$(j, y, z, ec.), ér 
ha du=$(x-+dx, y-+dy, z-+dz, ec.)—^(x,y, z, ec.) 
(914). Si sviluppi Q(x-+dx, y-+dy, z-+dz . ec.) itV 
serie ordinata per le potenze e per i prodotti di dx / 
dy, dz, ec., cioè 'si ponga Q(x-+dx, y-+dy, z-\-dz, 
ec.)='P-+Adx-±'Bdy-i-Cdz- , rec.-¥Ìl , Rappresentando' 
con H tutti i termini dello sviluppo, ove le di flore*- 
7.e dx , dy, dz, éc. formano delle dimensioni superiti 
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vi alla prima . T coefficienti P, A, B, C, ec. dovranno' 
al solilo (918) esser funzioni delle sole x, y z, e c. e 
affatto ìndipendenti da dx, dy, dz, ec. Inoltre sarà 
P— ^(ar, y, z, ec.), valore che si ha nel caso di tutte 
le differenze eguali a zero, e che per l’ indipendenza 
di P dalle medesime , deve in ogni altro caso esser 
vero (918). Dunque Cp(jr- 4 dx, y-¥dy, z-^dz, ec.) — 
<p(.r, y, z, ec.)=du=zAdx-\-lldy-\-Cdz-¥ec.-+ll; e poi- 
ché H svanisce in faccia agli altri termini di dimen- 
sione ipoteticamente minore , sarà infine du—d+fx, 
y, z, ec.)=rA'/o:-t-lW; - 4 - 0 /z-t-ec. espressione genera- 
le del differenziale di una funzione a più variabili . 

9^8. Ora Adx, B dy, Cdz, ec. sono i differenzia- 
li che si avrebbero da <?(.r, y, z, ec.), se fossero sta- 
le variabili prima la sola x, poi la sola y, in seguito 1 
la sola z, ec.; dunque si differenzia una funzione di 
più variabili prendendone successivamente il differen- 
ziale per rapporto a ciascuna variabile, come se fosse 
unica nella funzione e le altre fossero altrettante co- 
stanti : e V aggregato dei differenziali , che così si 
otterranno , sarà il differenziale cercato. Così se u= 
a-+bx-+cy-¥gz, sarà bdx il differenziale parziale per 
x, cdy quello per y, gdz quello per z,e du= bdx-y 
cdy-t-gdz : onde si differenzierà una funzione di va- 
riabili al primo grado eliminandone i termini costanti , 
e sostituendo a ciascuna variabile il suo differenziale. 

Se u=xy, saranno ydx, xdy i due differenziali 
per x e per y, e du= ydx-+xdy. 


Se u—ax^senyj ( 1 — x 


seny V ( * — xy) — • 


ayx^drsen y 


y ), avremo (928) 2 axdxx 
differenziale per x , e 


ax'dycosyy 1 (1 — xy)- 


ax^dyseny 


differenziale per y 
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onde du — ax V ( i — xy ) ( 2</x seny-*-xdy còsy ) — 

ax^senr , , , x 

— —(rdx-\-xdy). 

0.^(1 -xyf- J 

t) 5 g. Ma in questo ed in tutti. i casi consimili può/ 
procedersi anche più facilmente, osservando che <f«= 
(923) ud(lu')=ax ì sen 1 — xy)d(Ia-¥nlx-+l sen y-¥, 

ll(i—xy)): onde aarseny */ (1— xy) ( f^* r J 

è il differenziale per x, aoc*seny>J(\ — jy') jrfy cof/ — 

è quello per 77 quindi axiseny*J ( 1 — * 

x J r )(^~~~ + dy cot J — j es P ress ‘ one che facil- 
mente riducesi alla precedente . 

F . ■= . 

y 4 o. Che se U —J> — Fx/> —FxJ'x.'f, ec., essendo* 

F ,f t Y, ec. funzioni o delle stesse o di diverse variabili,- 

. , F ,/,F\ fdF-Fdf 

Sara sempre nel primo caso ilu— jdll-\=f — — — 

nel secondo du=-Fxfdl(Fxf)=fdF-+Fdf e così net 
terzo du—J'y'¥dF-+FxVdf-\-Fxfd'¥ : onde per i pro- 
dotti e frazioni a più variabili potranno aver luogo' 
ancora gli stessi metodi di differenziazione già dati, per 
le frazioni e i prodotti ad una variabile sola (928. 929).' 

Così d ~ r " z = >^)-^zdW{, — r 5-) ) 

V('— 1— 

tzvzd v—rjdJz 1.1 ^zydx-ry^zdy 

V(« — *V) aV(i-aV ) 3 

9 4 l. Infine se «=$(F), sarà du=dF$'(t), e do- 
vrà porsi il valore di dF ottenuto eoi metodi prece-’ 
denti : così per «— $(ar’ , -*- 3 ? 7 .r) si avrà du=x.d{x‘ 1 ~^' 

Zylx)$'(a r’-t- ’òylx')-(-ixdx-y ì) — ■ -+3 dylx) $ '(«r 1 -»- 3 /tó).' 

Che se u—tytF^), il differenziale precedente si e art*-* 
jjerà in dii^d{F,f)$'(F,f) ec. 
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D«l resto oltre le già accennate, molte altre vie ai co— 
Mescono piu o meno pronte, che conducono con sicurezza a buo- 
ni risultamcnti : ma la pratica da se stessa le insegnerà, senza' 
che ce ne occupiamo noi di vantaggio. 

9^2. bitumeremo piuttosto al metodo generale , e avverti- 
remo, che come du rappresenta la differenza totale di a, così secon- 


do l’uso più universalmente accettato 




«c. ne rappresentano i differenziali parziali per x,y ,z ec sebbene 
alcuni, stimando difettose queste espressioni, scrivano piuttosto 
du du du , 

— dx, — dr , — d*,e c. Noi ci atterremo alle prime, e richiamando 
di dy di 

lo stabilito principio (9^7) avremo per prima conseguenza du= 
(d,,\ ( du\ ( du \ 

I — — Wy-bl — lrfa- 4 -ec. altra importante espressione 

del differenziale di una funzione a più variabili. Secondariamente 
se in u non sia che la sola x, la differenza parziale per questa 
variabile eguaglierà la totale della funzione , e si avrà du=. 
/ du\ 

I — l /.r, terza maniera di esprimer generalmente il differenzia-' 

\ dx J * 

le di una funzione ad una sola variabile . 

- „ (du \ 

943 - Come I — Itijr rappresenta la funzione u differenzia- 

/ ePu \ 

ta una volta parzialmente per .r, così I — I </x a rappresenta 

la funzione 1/ differenziata due volte e sempre parzialmente per 

/ d^u \ / d°u \ .... 

ar ; I — — jdxdy, ( — — Jdydx il differenziale di u preso per 

x , poi per y , oppure per y , poi per x ; ed in generale 

\dx m dy n dzP il differenziale di u preso m volte 

dx' n dy H d(' _ * 

. . /<r»u\ 

per x , poi n volte per y , e quindi p volte per z ; | — Jdx, 

(d*u\ ( d(hdu)\ 

I -j- Jdy i differenziali di du per ar o per y ; l - ^ — Jdx il 

differenziale di u per x diviso perir , quindi moltiplicato- 
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per A, e poi differenziato per x, ee. Frattanto ai avverta i.'che 
dal confrontò delle due espressioni di du (937. 942) avendosi 
/dn\ f du\ / du\ 

( — )=A,( — 1=B,| — 1 =C ec., anche 1 coefficienti differen- 
\dx) \dr) \dzj 

• ■ . .. / du \ ( du \ / du\ .... 

ziali parziali I — ì, [j~ì' [^zj' ec ’ sono q uantlt “ finite (957), 

, . , du du du 

né differiscono dai quozienti egualmente finiti (q 36 ) — , —, — 

* dx dy dz 

ec., se non perché il differenziale du vi ai intende preso soltanto 
rapporto alla variabile del denominatore: ilche si avvera egual- 

-*(£)■©•'■©)-( §)•*(£)- 

ec. 2. c Se U=Q(x,y,s), siccome duK=<p(r-fdr, y-+dy, 

z-bdz ) — », sarà 1.» ^ » — 

(p(x, y- \-dy y z)—u ; 5 * (^j^j lts =ty{ x >y> z-¥dz)—u, ec., giac- 
ché nella 1.* si considera variabile la sola x, nella ?.* la solaj', 
nella 5 .* la sola z , e costanti tutte le altre quantità. Dunque se 
la i.*, la 5 .® si differenziano per y, la 2.*, la 5 .® per x, la i.*, 


. . / d*u \ 

r . ini I I 

\dxdyj 


dxdy- 


la 2.® per * , avremo con gli stessi principi 
<${x-±dx r y-rdy, (^)^>-(^)dx i (^)r/z< > =. 

<?(r, y+dy, 

y-rdy, z )- { u^j^dx)~(^- )<Ti(^) ^*=® 
$(x-+dx, y, z-+dz)~ (u-r( — Wx)- (- )dz i( \dxdz = 

««<** - 
$(*, y-¥dy t z+di)~(u-y(^jjdz) ^ (j^)<*y » «• E P ercià 
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/ <Pu 
\dxdy 


ossia 


\_/ <Pu \ / \ ( \( V 

J J ’ \dxdzj \dzdxj * \dydzJl \dzdj-J * 

(ihs> 0 - mm - 


, equazioni 


di gran conseguenza nei calcolo integrale. 

y 44 - Applichiamole per ora a determinar più precisamente, 
di come si fece(j)-}i), il differenziale secondo di u=Q(x, y). 
Poiché per il primo si ha du= kdx-v-’Rdy (937), differenziando 
dunque prima per x, poi per y , e rammentandoci che A , B 
sono nel nostro caso funzioni di x e di y (937) , avremo 

A/B\, , /d*u\ ( d\ ' 

™\7, i dxdj ’( ~ Kr*( : 


l'/r’+Ad 3 * 


1 v* 


U » 

t) 


dydx~>r 

lyd.c-h 


(£M£) 

/Jb\ 

I — U/M-BJY . onde <Pu 

}<Pu\ ( du\ * 

■ — )riv a -t-( — ) P . Se dx é costante, mancheià il termine 
\d r y \dyj ■ 

(r) 

/ d*u\ 

| ~ a Jda r a — + 1 — | / 2 x , nuova importante espressione del dif* 


/ d*u \ 

I Ar-fsl \dxdr 

\dxdr) J 


I Px : e se u sia funzione della sola r , resterà (Pu- 


& 


ferenziale secondo della funzione <p(.r). 

• 9 45 . Da quantu abbiamo detto facilmente si ap- 

prenderanno le prime regole del calcolo integrale , 
che secondo la definizione data (917) è precisamente 
1’ opposto del differenziale, nel modo che la divisio- 
ne lo è della moltiplicazione : ina si avverta primie- 
ramente, che come nel calcolo differenziale si premette 
il segno d alla quantità che vuol differenziarsi, così 
nell’ integrale premettesi il segno f, che chiamasi som- 
ma, avanti alla differenza che vuol integrarsi, o da 
cui si vuol rimontare all’ espressione primitiva, d’ on- 
de la differenza è derivata: quindi f dx, fnx n ~'dxr 
vogliono significare quelle quantità di cui d.r, nx"~ r dde 
son le differenze . 
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94 ^. Inoltre poiché dx è egualmente differenzia- 
le di x, di x-+a, x-\ -b, cc. (932), non si potrà con- 
cludere generalmente fdx=x : ma fatta l’ integrazio- 
ne dovremo sempre aggiungere una costante indeter- 
minata C, atta a rappresentar lutti i termini costanti ’ 
che la differenziazione può aver fatti svanire. Fra po- 
co faremo sentir meglio 1 * necessità e 1 ’ uso di que- 
st’ aggiunta : e intanto noteremo i.° che può darsi al- 
la costante una forma che 1 ’ assomigli agli altri ter- 
mini; poiché se per esempio nell’equazione ìy=lx- t-C, •, 
sia b il valor di x che rende Iy=o, sarà o=/ò-+C, e 
C = — Ib ; 2. 0 che mentre la costante resta indetermi- 
nala, è indeterminato altresì il suo prodotto e il suo 
quoziente per qualunque altra costante nota, cosicché 

può farsi bC= C , ~=C . 

L’integrale accresciuto della sua costante si chiama com- 
pleto , senza la costante si dice particolare. E come la costante 
può avere infiniti valori , così 1' integrale particolare può diffe- 
rire in infinite maniere dal completo. Dicesi ancora particolare 
quell’ integrale, in cui si sia dato alla costante un valore deter- 
minato; siccome dicesi arbitraria la costante nell'integrale com- 
pleto, ove non ha avuto valore alcuno . 

947 - Infine se una differenziazione non sia ese- 
guila , ma soltanto accennata , mediante 1 ’ inclusione 
della quantità da differenziarsi sotto il segno differen- 
ziale, basterà per 1 ’ integrazione porre la quantità fuo- 
ri del segno, con 1 ’ aggiunta della costante : così l' in- 
tegrale di d^y/td 1 — x 2 )) sarà ^(a 1 — x a )-t-C, il che è 
evidente. Dunque fbdx=(c)‘i' 5 . «•°)JW(òx)==ò.r-+C ; 
ma da f dx—x-¥C si ha egualmente bf dx—bx-+ bC ^=z 
bx -\- C (946), perciò i.° fbdx=bfdx, onde il coef- 
ficiente costante del differenziale può ad arbitrio pre- 
mettersi al segno integrale. Di più fdy~\- f dy'-\- f dy"-+ 
tc.=y ec. -t-C =fd(y-hy'-i-y"-+ ec. -+C)=?= 


Diqitìzed b\ 


agle 



1*4 

( 9 * 5 ) f(dy-*-dy'-+dy"-+e c.), perciò a.” T integrale di 
un differenziale polinomio eguaglia la somma degli 
integrali di ciascun termine . 

9/jB. Dopo tutto ciò avremo l.° f(adx-+bdy- 1- 
cdz-*-ec.)=ax-± by-±-cz-\-ec.-\ C ; onde un polinomio 
della prima dimensione , e composto di puri diffe- 
renziati, si integra sostituendo a questi le loro va- 
riabili ; a.°fbnx n —'dx= (947 i.°) b fnx n ‘~ 'dx— (912) 
bx n -t-C . In conseguenza fatto n=m-h r si troverà 

m-t-i m-ct 

, , , —rC „ 1 

b f x m dx— — -+G : dunque si integra 

un differenziale monomio, e di una sola variabile, 
aumentandone di un unità V esponente , e dividen- 
dola per il prodotto dell * esponente accresciuto nel di 

6 ~ g 

lei differenziale. Cos\ fx r, dx= — — t-G; f 5 x 1 dx=~ >( — -+C; 
y x—^dx — — ^ — l- C = — -f C ; / bj x m dx =r 

m-*-n 

bj~ x n dx ==^~ t ~ — t-C. Si eccettui J' i —-=(^'i/\]fd(lx)== 
lx-+lC=lCx;' 5 .°mlogaf a mz dx=f ma ntx dxloga—(c)‘ih') 

* * nix 

fd(a mx ) = a mx - fC : onde fa mx dx= — 1- C , e 

* v tu log a 


f e nr *dx= —e mx -+ G ; 4 -° f dxcosx= (926) senx- t-C ; 


dr 


fdxsenx= — cosx-^-C; J' dtL- ==: ^o')tangx-+C ì ec. 

949* L’ integrale di f ax n ~-'dx(b-\-x n ) m si ha po- 
nendo b->rX n =z , e perciò nx n ~ l dx=dz ; d’onde 






n m- 


C= 


/t(m-n) 


-G, ec. 
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95o. In generale fx n dx(a-¥bx m ') r può aversi in 
tre casi : i.° se r è numero intero e positivo; poiché 
sviluppando il differenziale e integrandone ciascun ter- 
mine , si ha f(a r x n dx-¥ra r — l bx m ~ ¥n dx~>r e c.) = C-t- 


r n -t- 1 r — 1 m-i n -+ 1 

a X rei bx 


, t*ec., espressione finita nel no- 

n- f-i m 1 l 

■f * \ o rt-l-t , , . 

stro caso (173): 2. se — — — 1 =<:, ossia 


essendo c zero.o intero posilivo;poichè fiuto a-\-bx m =z, 

dz 
rnlt’ 


, z — a . fiz (z n) 

onde x m = — — , x m - 1 dx — — -, x mc = , x mc -* m — ' dx==- 


e 

^ rr~ • verr * S x n dx(a-¥bx m yz 


mb 


mb 


—fz r dz(z-a.y. 


n-t-i 


-r=c. 


che sviluppalo s’ integrerà 5." se 

ossia n— — m(c-i- essendo c intero positivo; poiché 

, hl m y 

x n dx(a-rbx m y=x n x mr dxy ~ —j =x n - ¥mr dx(b-± 

^ J 

ax~ m y , e fatto b-+ax — m =z , onde x— m =—— , 
x—m—i dx= — , x— l dx= -4--r. verrà/ x n -+ mr dx(b-+- 
ax~ m ) r = — “/-'' dz{z — b'y— 1 : cosi / x—*dx(a-i-x 3 ) 

ma 

dà n= — 2, b— 1 , m— 3 , n-bmr= — 7= — 3 c— 1, 

_ , a £ 

onde c = 2 ; quindi — / ( z 3 dz — z 3 dz)=z 
a*-n 5 > 3 -t- 2 a 

— 3- — g— • • 

— a« a a3 — 2 a a .r^/(rt 4 ^r 3 )* 
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g5i. Se r nel primo caso, o c nel secondo e terzo risultino 
interi negativi, i differenziali da integrai si prenderanno la forma 
di frazioni con denominatore razionale, c a’ integreranno col 
metodo che insegneremo a suo luogo . Non verificandosi ali- 
cuna delle precedenti condizioni converrà , siccome pur mo- 
streremo , cangiar le forme del differenziale proposto in una 
di quelle già incontrate al num. g3i, i cui integrali son visibil- 
mente archi di circolo che hanno o per seno o per coseno o per 
tangente ec. la variabile . 

<}5a. Infine / xd.y-’r fydx= f {pedj -+ydx) — (^38) 
xy -¥ C , e di qui ancora f xdy=xy — f ydx . 

Altre Regole del Calcolo dipfere.vziale 


Trasformazione dei differenziali , e differenziazione delle 

equazioni 


9&3. Sia u=ty{x » Y * * » ec *) funzione di quante si vo- 
glia variabili x t y, z, ec. funzioni esse pure di altre variabili 
r , fi , T , ec. , e voglian trasformarsi i differenziali parziali 

( — \dr, ( \/v , | — |fz, ec., o semplicemente i Ior coef- 

dr ) \ d i>J \ dz / 

fidenti (£>(*}(=) , ec., in altri dati per le 


nuove va- 


riabili r, fi, t» ec.La dipendenza tra le prime e le seconde variabili 
darà u=$(r, fi, T, cc ), e (942) c/u=^— ^ 0-+^— ^r-r 

ec. Inoltre r , fi , j- , ec, saranno reciprocamente funzioni di 
x,y t z, ec j perciò dr=^—^/r-f^—^7/-f^—^fz-+-ec.,</fi= 

(£> dz- t-ec. Sostituendo dunque, e confrontando ciò che ri- 
di '“=(!&) 


sulta col valor 


— I /z-+ec. dato 
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. . . (du\ 

dall’ equazione primitiva m=4)(x, y, z, ec.), si troverà 1-^1= 


I— f-ec-j e simili valori 


/du\ / dr\ 

\dr) \dx/ \dx ) 

/du\ /du\ .. . 

si avranno per ^ y ee. Sia per esempio u=cp(x,j', *) 

ed x=r costì* y—r sentì costt » z=r sentì sen7Ti d’onde r= (x 2 -+- 


rM-a a ),c<nfl= ^ ■, tanf V =-. Dunque 

V(^ a -t-.y a -+a ) J 


(=> 


C05 


0, 


/ d()\ sentì /dT\ ( du \ du\ 

\T*)=- T’ u J =0 ’ e per con8C6Uenza ( J- 

senf)fdu\ . , , /d«\ / rf “\ zi 

(dfly * Si troverà egualmente 1 — 1 = 1— Jfff«0corrr-f 

( du \ cor&rorx /du\ senT fdu\ ( du\ . 

7 t )—r- ~ (s)r— 4 ‘ (t.) = 

( d - 
Vdtf 


) costì senT / du\cossr 

r \d1T )r senù 

( d*u \ / du\ 

954. Volendo 1 '^ a I, porremo I — j=A 


( <A< \ 

zy= 

r d\ r 

l-fec. 


A/A\ fdA\fdr\ f'd\\ /<m /dk\fd T \ 
\d,) “ [dr) [dx) + \dò) (dx ) "*■ (d T ) (dr/ 

. < [d?u\ / d?u\ 

Somiglianti espressioni si otterranno per ec * 

f du\ / du\ 

ponendo ^ — B, 1 — 1 = C, ec. Cosi continuando 1’ esempio 
precedente, poiché 

fdu\sentì f dA\ / d?u \ / d 2 n \ f du\ . / d*u\sen(j 

K *)—{ T&\—i) =( * >"H ; ■ 


dflV r 


stituiti questi e i valori già trovati 
t< \ scn ? 5 


/'/lAcoifl //A \ / d l u \ / d a u \ . / rPu \ sentì 

Kw \^r[i^r\^) cosd \dtìd^)~’ 

*0)(i)(£> 

((£K(Ì) )-•-((£)- 


avremo 


/ d’*u\ / d ì u 

\dT*)~\dr* 

ì / du\ 1 /rt 3 u \ \ /d^u\ 

J ì * m «do stesso potrà ottenersi I ), ec. 
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g55. Si supponga adesso che una dalle variabili, per esem- 
pio x , sia j unzione implicita di tutte le altre , data cioè per 1' 
equazione u—o , essendo come sopra u=^)(x , y , z , co , ec. ). 

Avremo x=J\y, z, u,cc.), dx=^—^ly ~\ ^ ^ h-i ^~y^jdu-{- 


ec., e 


‘ = ( t . ì { 


/ 0)-4-ec , 


differenziale dell’ equazione u=o , che avrà altrettanti termini 
quante saran variabili indipendenti nell’ equazione . 

, g56.Volendo denoteremo che i coefficienti (ìMsxs) 

ec. son come x (g55) funzioni delle sole indipendenti y,z,u,e c.' 
/du\ fdu\ /du\ 

mentre I — ì, 1—1, f—l » ec< *° * ono > egualmente che u , 

anche di x. Differenziando dunque per ciascuna variabile, e so- 
stituendo in seguito il valore di dx già accennato fg55) troveremo 

«SM£XSMSXSMSXf»~ 

// tPu \ ( <Pu \(dx\ (du\( d?x \ ( <Pu \(d' \ _ 

\ V dydz y dxdz ) \ dyj\ dx /\ dydz / \ dydx)\ dz) 

(S )(£)(£) )~-( (£)-(£)(*>* 


/do \ / if*x \ / d a u \ /dr\ / a ’r\ 

\dx/ \djrd a /\djrJx) \do>/ \cte a / \ dj) V rf iV 


l(i)dy- 


Pjr differenziale del primo ter- 


mine di du-, cangiandovi y in z e quindi in a), ec. avremo i dif- 
ferenziali dei termini seguenti; e tutti insieme sommati, e fatte 
le opportune riduzioni daranno d a u : nell’ istessa maniera si tro- 
veranno d 3 u, dtu, ec. 
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9^7. Ma qui é importantissimo 1 ’ osservare che tanto du 
quanto gli altri differenziali superiori deli' equazione u=o sono 
tutti nulli . Si concepisca infatti un nuovo sistema di m variabili 
j ', z' t ec-, le due prime tali che soddisfacciano all’ equa- 
zioni y', z\ ec.), ££(.*•', y', z', ec.)=o , le altre da de- 

terminarsi ad arbitrio . Potremo dunque supporre y =y-+dy, 
z'—z-^-dz , ec. , e allora dall’ equazione seconda si avrà x'= 
fiy\ z', ec )=zf{y-\-dy , z-ydz, ec.)=(<)i4 )v-+dx, e perciò dall’ 
altra, u' =Q{v-i-dx, y-\-dy, z-\-dz, ec.)=u-{-du. Ma u=o, u'=o, 
dunque anche du — © . Quindi ancho d x u , che è rapporto a du 
ciò che é du rapporto ad u, sarà egualmente nullo , e lo saran 
parimente d 3 u, dìu, ec. 

g 58 . Anzi saran nulli separatamente in ogni ordine i coef- 
ficienti completi dei differenziali di ciascuna variabile e delle 
loro potenze e prodotti. Infatti è visibile in primo luogo cha in 
du= o tutti i termini si annullano da se stessi, sia perchè posson 
respettivamente considerarsi come differenziali dell’ equazioni 
i/ — £p( r t y) — o, u=(P(r, *)=e, « = <$(.-, a.')=o, ec., sia per l’in- 
dipendenza delle quantità y, z, co, ec., che permettendo di as- 
sumere come vaiiabile una sola di esse ad arbitrio, e le altre co- 
me costanti senza che 1* equazione resti alterata, fa che possan 
aversi tante equazioni differenti e tutte col secondo membro 
nullo, quante son le variabili indipendenti, ossia quanti son ter- 
mini in du . Ma i differenziali dy , dz , dco , ec. non posso- 
no esser nulli , altrimenti y , z , co sarebbero costanti ; lo 
saranno perciò i lor coefficienti. Dunque in secondo luogo an- 
derà separatamente a zero in d 2 u tutto ciò che proviene dal- 
la differenziazione di essi coefficienti ; e per I’ indipendenza 
delle variabili dovran poi da se stesse annullarsi le diverse par- 
ti di questi differenziali, di cui ciascuna ha per moltiplicatore 
o il quadrato del differenziale di una variabile o il suo prodotto 
col differenziale di una per l’ altre x) 56 ). Ma questo moltiplica- 
tore non può esser nullo; dovrà 'dunque esserlo il suo coefficien- 
te . E lo saranno del pari i coefficienti delle terze potenze e dei 
prodotti, che s’ incontrano in d^u; delle quarte potenze fi dei 
prodotti, che si avranno in d 4 u, ec. Ciò però non ha luogo'.'tìel 
caso di u=Cp(.i ) = o, perché allora .rè costante (9 1 1 ) ed essendo 
nulla la differenza di e tutte le sue potenze, non è di necessità 
che lo sieno i lor coefficienti . 'S 

Marie P. II. o 


4 


i5o . 

959. Dunque con u=* , supposte tre sole variabili c por- 
tando le differenziazioni lino al second' ordine inclusivi-, avre-, 
ino le cinque seguenti equazioni generali, che tutte sussisteran- 
no insieme con la data . 

K^H^XSHSX^H^)*- 

Altre quattro equazioni si avrebbero differenziando una 
terza volta, e queste in una quarta differenziazione darebbero 
luogo ad altre cinque , onde portando fino all n s, "‘° 1 ordine 

delle differenziali, si otterranno 1 e q uaziom dl 

questo genere , che tutte dovranno sussistere insieme e con 
la proposta . Si aumenterebbe questo numero fino ad (n- 4 -i)x 

se si avessero quattro variabili, e diverrebbe 

’“ alor ‘ " ” 

sero m; espressione che facendo successivamente n=i , n-2 , 
n ~ 3 t ec . , gì cangia assai facilmente nell’ altra più comoda 

1 X^^- 2 ^ _ 1 Or tutte queste equazio- 

ni, e le infinite combinazioni che posson farsene, si chiamano 
eq fazioni a differenze parziali , mentre le altre du— o, d' J u—o, 
ec^ [Chiamansi equazioni differenziali esatte , o semplicemente 
differenziali . $i adoprano molto vantaggiosamente nella Geo- 
pietria più sublime per eliminare in parte p tutte le costanti, 
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che in una data equazione possali trovarsi comunque combinate 
con le variabili . 

Esempio I.° Sia x" 1 -ray' x -rc{y-\-z)‘ 1 -ì-r=<n avremo dunque 

/ du\ / du\ 

u=x a -i-oj a -f c(j-+-z) a -fr, e m conseguenza I — l=2.r,l — l=c 

\dxj \djrJ 

lay-yxc(y-yz), m z=7.c{y->rz) : valori che sostituiti nelle e- 
quazioni generali i. a , a.* daranno j-t-a) =o , 

x( — )-f-c(y-t-z)=o : or da queste e dalla data facilmente si ha 

Wv 

x a — xl zi — )-4-r( — ) )H-rs=o, ove non é traccia alcuna del* 
\ \àzj \dyJJ 

le costanti a, c che si trovano nella proposta. 

Esempio Il.° Sia ( az — A) a H- ( cy — e) a -+ (gx — A) a = o , 
ai remo u = ( az — b ) 2 -+ ( cy — e ) a -+ ( gx — A ) a , e di qui 


(^)=2g(§x— A), ^^=2 c{cy—e), ^^=ao(as— A).Inoltre 

(SH?) ’ 

zioni generali, si avrà c(cy— e)-yg(gx— A)^— ^=o, a(az — b)-+ 

sto* - *) (37) = 0 • e ’ - s(sa: - * >(^)=“ > 

v ( r, X £k) = °' -«<**•*> 

( Cpx \ . . / / \ / </x \ 

- — 1=0, dalle quali unite alla prima si ha f I — r M — 1— 

u a x \\ / dx\/d À r\ 

I — Il — r II I t- Il — 1 = 0 , senza alcuna costante. 
\dyJ\dydzJJ\dyJ\Uz-J 
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gfìo. Apparisce intanto assai chiaramente dall* esposto: >•* 
/che potendosi con N equazioni eliminare N — i costanti, un’ e- 
guozione differenziale dell' ordine n ,lmo fra m variabili potrà 

m-t-n — i 

1 


( m-t-n— i \ 

-r-)- 


.. / oi-4- 1 \/ m-Jrl \ 

contenere un numero IV=ml Il — - — I. 

V 2 A 5 / V « 

di costanti meno dell’ equazione finita da cui deriva . Cosi nel 
».* esempio, in cui m= 3 , »=i, ed N=rw — 1=2 mancano ap- 
punto nella differenziale finale due costanti . In qualche circo* 
ptanza posson mancarne di più, come nel 2.° esempio, ove es- 

m(m-i-i) 

tendo m— 3 , /» = », ti avrebbe N = 


■ — i = 5 , mentre le 


costanti eliminate son sei : se ne intenderà facilmente la cagio- 
ne : a.° che la scelta delle costanti da eliminarsi e di quelle da 
rilasciarsi essendo arbitraria, da una stessa equazione finita pos- 
aon derivarsi molte equazioni differenziali di un ordine stesso 
e indeterminatamente differenti fra loro in ragione delle co- 
stanti eliminate nell’ una , rilasciate nell' altre . Cosi nel i.® 
esempio , se si fosse eliminato r ;n luogo di a, avremmo avuto 

^yìzh^ 0 - 

961. Ma passiamo ad altro genere di equazioni, e si abbi^ 
fn primo luogo u=ty(f(x), y, *, ec.)=o; sarà qui pure x fun- 
zione di y , z t ec. ; onde posto per brevità f[x)=f t avremo 

• e du= 

96‘2. Si abbia in secondo luogo u=ty(f(p, q, ec.), x, y , z, 
ec.)=o, e si suppongano /■, q ec. funzioni di x, y, z, ec., sarà 
come per 1’ avanti x funzione di r, z, ec., e quindi (g 55 ) dp= 

(mto Mexg-e))*— • 


Digitized by Google 


>35 


•nòe poiché fatto f[p,q,tc.)^F, si ha dF— ^ 

ec., avremo dunque d u=(^dF^~^dx^{^dy^ (^) Js + 

- i(ìX(»X9®?6XZMS0!)“ 
(j)*(sXS)-*)-(iXs)*(S)f*' 
i ex(0(sxnHsxs)-(;x2Xs)’ 

exj)-HsxsHai'~ ., 

9<55. E qui pure avranno evidentemente luogò r teoremi già 
dimostrati (g58) rapporto ali’ annullamento di ciascuna diffe- 
renziale si parziale che esatta, ài numero dell’ equazioni che 
posson dedursene coesistenti alla proposta, e all uso che può 
farsene per eliminar le costanti- Ma nel caso attuale è di maggior 
vantaggio adoprarle in eliminar la funzione indeterminata F . 
Sul che è da osservarsi che l’intera eliminazione di questa quan- 

. . f du \ f dl \ ( dl \ PC • 

tità dipende da quella dei coefficienti f — ì, I dpj \d<// ** 

dei quali, supposte r le funzioni p, q , éc-, se ne hanno manifè- 
stamente r-t-i in ciascuna equazione del primo ordine; il dop- 
pio o 2 (r-|- 1 ) in quelle del secondo, ove oltre quanti ne sussistono 

. . / d?u \ ( \ _ -/ . . v? 

nel primo si trovano i lor derivati I — a 1, 1 — l> ec * » 

in quelle del terzo, e in quelle dell' n‘ imo . In conseguen- 

za , poiché il numero dell’ equazioni deve superar quello del- 
le quantità da eliminarsi , con le sole equazioni differenziali 
prese fino all' ordine n ,,mo potremo eliitiindre i coefficienti del- 
la forma , ec. ogni qualvolta il numero* 

^ — C( l uaz ’' on * (9^9) 81 * 1 

>«(r-t-i) . Si eccettui il caso di n==l , nel quale basterà avere" 
rh’ — i>r, ossia m;»r- f - 1 , perchè va unito come fattoré* 
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di primo ordine ai coefficienti 



ec. e svanisce colf 


loro . Del resto eliminati questi coefficienti , con la data e con 
una qualunque delle trasformate elimineremo anche F . 


Applicazioni del Calcolo Differenziale 

Sviluppo delle funzioni in serie. 

964* Si* u=*C|)(x) e debba svilupparsi questa funzione in 
v serie ordinata per le potenze intere e positive di x , Supporremo 
«=7-t-9'x-H7"x a -+9'"x 3 -+-ec. , e in primo luogo i coefficienti 
7, 7', 7", ec. saranno tutti indipendenti da x (918) . Inoltre se, 
fatto x=o, u si cangi in u' sarà il primo termine 7=1/ (918. i.°). 
Infine successivamente differenziando, presa dx costante, si avran- 
no l’ equazioni 

du , , 

— = 7 '-t- 27 "x-t- 37 "'x a -t- 47 ' T ^ 3 -t- 57 T x i »H-ec. 

*dx 

d?u „ 

— =i.27"-t-2.57"'jr-r3»47 ,T ‘ : t a -+-4 • i 57 T x- > -+-ec. 

d.i 2 

d^u 

— i.2.37'"-+a.5.47 ,,r xH-3.4.57 T x s -t-ec.; ed in generale 

d n u { n ) (n-4-1) 

-j~ n = 1 . 2.5 «7 -t-2.3.4 («- 1 - 1)7 x-j-ec. 

e fatto generalmente x=o, dalla prima di queste serie si otterrà’ 

du <Pu d^u 

o'=z — , dalla seconda q"*= , dalla terza 7"'= e m- 

' dx v 2 dx* ' a.bdx 3 


sima (n) 
generale dall’ n 7 = 

du (Pu d n u m 
-7-. — . — *• ponga r=o. 
dx dx 1 dog 1 


,n 

ri U 


a.3....(ii)d.c 


t purché anche nei quozienti- 


du 


ePu 

Sia dunque u=senx, sarà 7=0, — = (926) cosx, — 


d*u 


d\u 


d^u 


—scnx. — cosx. — ,=senx, — K —cosx, ec.; onde posto 
dx 6 dx* ar 


Digitizad by Google 


I 


1Ù3 


, ... 1 ,*T _V 

£T=io, avremo 9'= i, q '=o, y — “ 0> V 


è quindi senx-x 


i €C« 


2.3” 7 " 7 2.5.4-S 7 - 

ec., come già si sapeva(655.8o. # ) 


2.3 2.3.4-5 

* du , _ * <Pu * d 3 u * 

* ° f n «K\* 

dx* 

ì 


x dii •» fl'u - 

Sia u=e , avremo q~e°&i, — =(g25)e , J~^~ e f J^3~~ e * 


ec., è in conseguenza q'=e°— i, 9"— j. V ' V * ~ 2.5,4’ 

A 


ec.' 


X X* X •«" // \ 

ed e = i-kc-+ — l- - ; -4 ~ T"/ ec ‘ M 1 ®) 

2 2.3 2.6.4 

du a? 

Sia * a ), dunque 7=0, 


<Pu 


’dx V( a3 -* a ) J * a 

«* 5fl3 * ^l__!f>!±^!),ec.; 0n de' 

v(u ^— x =>)3 5 ^(a?— a a )5’ di'» V^-^) 7 

9 '=o, 9"= -, -°»9' T =-^^i’ ec ‘ Dun( i ue V( aa -* a W 

■*.2 x 4 
2 a 8 « é 

o ^ 

Sia u—log(i :±ar}, avremo q=log\ =o(3g6. 1. ), ~ = -t ^ ^ 


. , d a u 

(9*4) . — = 


d 3 u 


cf 4 u 


2.5 


di’ 1 (i=fcar) a ’ dx 3 (I±af ’ dx* ( 1 ± :r)4 ’ 

d 5 u 2.5-4 , „ , ,,i . r # .v_ < 

— -=*t „ec.; onde 0 = d: 1, 9 = — 5. 9 — *3»? ~ 

dx 5 (i±*)5 

a a 2 3 ,i4 ,t^ 

9 y =±|, e %(i±a:)=:±cr ± -±—- ec. Fatto :r*= t 

la serie inferiore dà logo= — « — r — 3 — £ ec- = ~ 03 > on< ^ 
lo zero ha per logaritmo l’ infinito negativo . 

Si noti che qualora lo sviluppo per le potenze intere e po- 
sitive della variabile sin di sua natura impossibile , avremo dei 
resultati o assurdi . o per lo meno insignificanti : tale é il caso 1 
rii u—log.T, per cui si avrebbe 9' = — co , 9’ =co , ec. 1 ale è pa- 
rimente quello rii coir, per cui si avrebbe o=co (658.85. ): tale' 
finalmente quello di tutte le espressioni frazionarie, il cui deno 4 - 
Aomiuatore ù multiplo di x , mentre in tal caso tutti i dcivomi 1 -' 
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Malori dei coefficienti differenziali —, — , ec. hanno per fattura - 

dx djL 5 

una potenza di x , e divengono infiniti facendovi x — o. Volen- 
done lo sviluppo in serie converrà attenersi alla regola già data 
altrove (388). 

g65. La serie u=q-+q'x-+q"u a ec. detta di Maclaurin dal 
nome del suo inventore si applica alla ricerca diretta degli in- 

. n /* dr x 

tcgrali f x dx, / , f e dr, fdxcosx ec., che noi già tro- 

t de .1” 

vammo per via indiretta (p^8). Pongasi infatti u=f.i n dx, sarà 

dii n <Pu n — 1 tfiu n — a d n ~ +t u 

— _ r - z=n r . —n , 




dx 


— =n(n-i)(«-i)„. 


3. a. 1 ; dunque fatto r=o(g64) si avrà q'=o, q"=o, q"'=o..., 
n-+i n(/i- 1 )(rt-a)...5.2. 1 , n n-f- 1 n -+ 1 

* = • <i u,ndi <t<=q+q * -- 

«-*• 1 » 

9 ove q è ia costante poiché non contiene x (.964)* 

n-fi 


_ . f dx du 1 d?u r 

Pongasi f/~ / 9 sarà — — = — ■ — f — — - ■ ■ , 

* i-4-.r dx i-kr dx 2 ( 1 -+x ) 2 

d^u 2 d+u 2.3 

!h - (Ts?’ zr ~(7^5 ec -‘ * p ctcì6 i’"‘i ■ 

/ dr .a a ^ 4 

~ t ]- +x 1 -— ec.=q-+log(i->-.> ). 

1 I >!• 2 J 2i 


du 


d^u 


Pongasi u=fdxcos x , avremo — =cos x , — -= — sen x , 

dx di a . 


d}u 


diti 


-j—^= — cosr, j—=senr ec., e quindi </'= », q"=o, q "'= — - 




q' y =so, ec., e f dxcosr—q- 4-.r 

du 


,5 


2A4.5 


a. 3 

ec. =q-i-sen x.- 
' d*u 


Sia it— C e dx , avremo — —e x , — = e x , — \=e* , eo. 




dx$ 


1 1 X'* e 

q'acci, q ,,=: j» < j "' = — * e c dx—q-\rX-\ t • ■ ■■ t ee. — y-4-e 

2»2 2 2.0 

966. Ma passiamo a più importanti applicazioni, e sia pijt. 


Digitized by Google 



i?7 

à. n u (w) 

in generale K=4 > ( w * +vr ) : * vrenB0 • (<) 36 ) 

, (") <J-( n J(ai) , d"<t>(a>) . 

Dunque (964) Q =** ( 956 )—— T~n' purché ai as- 

i.a. 3 ...n i.n. 5 ...ndai 

suina costante da) (915)» Perciò cangiato per semplicità ^(oi) 

dO d 2 4> d 3 $ , 

in <p , avremo $(«•+*) = 3> x -fec. 

. ^ </Ct> d 2 ^) d 3 $ , 

Cangiato t in -x,sarà <p(w.r)=q)- ,ih — — -. sf 9 — — :.ar a -+eo. 

dai 2oCi) a a. odor 

„ dtp . d 3 4 > , 

onde in generale (f(«±x)=$±—.r-t-—^ *£5^ ì* ~+ ec ' 

Teorema celebre di r l aylor , che dà il valor di una funzione 
qualunque (J) di a), quando a vi é aumentato di ±x. 

Per vederne la verità in un esempio semplice, sia $=0) a — 
2W-M e si cerchi il valor di questa quantità sostituendo aM-i 

dtp (Ptp (fitp 

ad tu. Avremo r=i, - — =20) — 2, — =a, ,=o, ec.; dunque 

dai dar dar 

C}) si cangia in U) 2 — 20’H-i -t-aa> — aH- 1 =0) a , il che è evidente. 

. dtp m — 1 d°tp m(m — 1) m — a 

067. Sia q>-a> m jdunque — =moi — 0) , 

s ' dw 2d0J a a 


ec. 


1 — 1 m( m — 1) m— a 

r - ■.<■■) 2 a 


ai x a ±ec. 


e (0)±x) =a) m ±mo) x 

ài 

. oi cKp ai (Ptp ai d 3 $ 0) , . 

^ Sia <P=b , sarà — —b Ib , =6 Pb, ——r=b i b, 

du dO> a dcn 3 

f / 

, oi±x ai . > 2 / 2 ò x^fib > 

ec. e i =ò (id~x/&H-~* — ± — • -+ec.). 

a a.o 

Sia un arco H cui seno è ai , che indicheremo con 

<p=A$enui ; dunque d(p=d(arc.scnu)= (g 3 i) — - ; onde 

v (« — ur) 

dd) 1 d 2 ^ 01 d 3 $ i-t-aOi a 

— , -, — -=* -,ec.; e Areo(oi± 

dai vi» — a» 3 ) dai 2 ,y/(i — ai 2 ) 3 dai 3 VC 1 "^) 5 

x)=Areno! ± \ — — — ± ec. Troveremo egualmente 

VV-W 3 ) 3 ^( 1 -ai 3 ) 3 b 

OC 3 

Acos(q±x)=Acosw + —, •— -7 — ^:pec. Queste serie 

y^-w 3 ) 2V(i— a» 2 ) 3 
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aono attissime a calcolare 1' arco , che corrisponde a un seno » 
coseno dato . Preso dalle Tavole V are» più vicino, la differen- 
za del suo seno u dal dato renderà x piccolissimo , e si avrà 

■T 

l'arco cercato aggiungendo ± ( r— ±ec. a quello il cui 

00 e corCp %cosl§ 1 

seno é w • Osservate \° che la serie é sì convergente che i due 
primi termini danno i minuti quinti in circa ; 2. 0 che 1’ arco «S 
espresso in parti del raggio, e per ridurle a secondi, a terzi, ec. 
bisogna dividerle per la lunghezza dell’ arco di 1", 1"', i' T , ec. 
(549) , posto il logaritmo dell* unità = io : il quoziente dà i se- 
condi, e di qui i terzi, i quarti, ec. 

Facciamo Cp=r senw , onde — = coree , = — sen cc, 

doo d 1 co 


<#I> 

. — « = — cosa , ec. , e sarà scn(ci)± x)=senb)±xcosw renai: 

dai 3 a 


* — coroi-t-ec. Parimente si troverà cor(ai±x)=cora>q:xrerta)— 
2.5 


x a j - 3 t x u scnco 

— cos<i )± — -rcnoi-+>ec. ; lane(u±x)=tangu ± — — H ; — ± 

a 2.0 costui codili 

i-t-2ren a af) 


5 cos^u) 


968, La serie di Taylor suppone che nello svituppamento dr 
4>(oi-Kr^ non abbian luogo che le sole potenze intere e positive 
di t . Ora è facile dimostrare che in effetto queste potenze non 
possono esser giammai negative , e neppur posson divenir fra- 
zionarie almeno finché x vi resta indeterminata. Infatti se qual- 
che esponente di x risultasse negativo il termine corrispondente 
diverebbe infinito qualora si ponesse x=o (901) , e si avrebbe 
l’equazione assurda (p(ai)=£p(a>)-+eo • E se qualche esponente 
divenisse frazionario, il termine corrispondente avrebbe altret- 
tanti valori quante unità sarebbero nel denominatore della fra- 
zione (161) , onde lo sviluppumento ne avrebbe più della fun- 
zione implicita 4'(-* i ~l'W) , la quale d’altronde non può averne 
che quanti ne competono al primo termine (P(a)), e * sen do chia- 
ro che il cangiamento di 0) in oi±x non altera nè il numero , 
nè il grado dei radicali contenuti in $(oi) . Giù peraltro non sir 
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verificherebbe in generale se si attribuissero ad x dei valori pan- 

n 

titolari , come se si facesse x = ^/b j poiché allora é evidente 
che dovrebbero aversi più valori in (})(a)±x) che in $(&>) • In 
questo e in altri casi simili la forma della serie di Taylor sa- 
rebbe difettosa . 

969. Infine é importantissimo l'osservare che qualora la quan- 
tità x, di cui si suppone aumentata ai, non abbia alcun valore 
determinato potremo supporla piccola in modo che indipenden- 
temente dal segno , qualunque termine della serie sia maggior 
della somma di tutti i seguenti, come per esempio che si abbia 
«Kp d'Q , d*Q 4 dC p f <PQ 


x h — - — ir-’-t-ee., ovvero — z>x( 1— 

W/.l O 


A , " 0C^> **. — | — — rvviljv» THW >'■*1 . _ «TVVS | 

doo idtxj 1 a.3dOJ* db) 'aduy* a.3dar ' 

Infatti il primo membro di questa ineguaglianza é una quan- 
tità finita (936) , mentre il secondo divien nullo quando armo , 
ed é dunque suscettibile di tutti i valori reali compresi fra lo 
zero e 1’ infinito : dunque può aver qualunque di quelli che son 

minori di — . 

» du 

970. Si supponga adesso n=^{x, y) e vogliasi lo sviluppo 
di questa nuova funzione in serie ordinata per le potenze e per 
i prodotti di ciascuna delle due variabili x, y . Porremo 


(1,0) 

-+q x 


-Xq x 1 


, (o>«) (*,») (2,1) , (5,1 

*+7 y -+? x r -+v x j 


y-+q -*7 -+9 


li, a) l 

a -+9 


(3,o) 3 (4.0 i 

j 1 -4-9 —t-ec. 

(5.0 3 (4,0 4 

^7 -1-9 xty -+cc. 

(5,2) , (4,2) 4 

x^M-9 a+j’-fec. 


ove il primo indice di 9 é in ciascun termine relativo all’ espo- 
nente di x , l’ altro a quello di y . Se u si cangi in u' quando vi 

ai pone x=y=o , sarà al.soHto (^64) </ ’ ^ =u' . Inoltre se ai 
differenzi n volte per x,aupposta dx costante, e si faccia in seguito 

/ d n u\ (n.o) (n, 1) («,0 

x=o troveremo! 1 = i.2.o...n(q -+q y-yq y*-+< ic), 

e se si differenzi questo valore n' volte per y, supposto dy co~ 


Digitized by Google 



i4o 

•Unte , e «i ponga dipoi y — o , avremo ( - U 

\lj n dy n ) 

n.i.a.5,....ii'^ n ' n ^ . Dunque ^ 1 


-I.T.5.. X 


i*2>3>»««iA x I.2.3.. 


■/X 


, .. ... - . 

I „ „# )• P urc he in I , la differenziazionifinitesi ponga 

X àx dy / 'djfdy J 


(o,n') 


(n,o) 


x=y~o. Nei casi di n o n' nulli, ove ai avrebbe q =as , q 

noteremo che i coefficienti di tal forma appartengono solo al* 
la prima colonna orizzontale, e alla prima verticale , nelle qua- 
li non vi é che lo sviluppo di $(ar) e di $(y). baran perciò (964) 

(»,°) i /d n u\ (o,n’) , /rfn’uV 

9 = * ( -7- ), q = -( l. Perché dun- 

»**- 5 n\dx n J 1 t.a .5 ...n'\dy n 'J 

•1 j ( n > n> ) 

que il trovato valore di q possa supplire ancora a questi due 
casi bisognerà sopprimere nel denominatore l'uno o l'altro dei 
fattori 1.2-5 ...n , 1.2.5 quando 00 n 1 son nulli. 

971. Proponiamoci per riprova insieme e per esempio 
di tutto questo lo sviluppo di u = ( x -+y ) m . Troveremo 

/d n -* H 'u\ 

1 ~ — — , I— m(m— i)(m — a).,*.(m— — n)(m—n— i)(m— ; 
' dx dy ' 

. m — n — n' 

n — — n — n -t-i^T-ry ), ovedovendo farsi x-y - o 

, , ( n > n ') ( n > n ) 
per dedurre q é manifesto i.° che il valor di q sarà 

nullo in tutti quei termini, ove non lo sia 1’esponente m — n- n ' t • 

o nei quali la somma n-f/i' degli apici , e per conseguenza 

quella degli esponenti delle due variabili {97O) ■ non eguagli 

il grado m della potenza ; il che riduce subito la serie ad 


{nifi) m (m — ,, i ) m—r / (m— 2,2) m— 2 

X -+q X J ■+ q X 


y a •+ «c. j 
(n,n') 


2. 0 che nel rimanente dei termini dovrà aversi q = 

i»(rn-i)(m- 2 ) (m n-j- i)(n/-n)(m -n- i)(m-n-d) (m-rt-n'~+ 1 ) 

1.2-3 n. 1 . 2.3 n' 

., («»'»} m(m - ilfsi — 2 ). ..3.2- 1 

• piu semplicemente q a= - per essere 

7 i.2.5....n.r.2.3 r 
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m—n — n'=d , e perciò = i 1 * ultimo dei fattori nel numerato- 
re . E poiché in forza dell’ equazione medesima , se n'=o , 
ai, — i , ec., si ha n~m , =m — i , =m — a, ec., perciò 
(m,o) (m— 1,1) (m — a,a) rn(m — i) 

q =i,? —m, q , ec. , dunque ua* 


m m — t m(m — ì) m — a 

x -+mx y-\ x 


7 a -+ec. 


972. Che se in u—^)(x,j) si cangi x in M-t-x , 7 in O-4-7, 
. yi ■+ n' . 

sarà ( , )= (9*9) ^(w-fx , fl-+7). Fatto adunque 

\dx n dy n / 


(«»»') 


«X 1.2.5.. .n 


v# (®, 0)- 


x= 7 =o avremo( 97 o )9 — ^ 

, /d" W $(w. fl)\ „ . 

<919) — — ,( —, — I Perciò ponendo per più 

3 1.2.3...* xi.2.3...n'\ Ju n d ( ) n ) V V * 

semplicità 6 )=$» e sostituendo avremo ( 97 o)<$(w-t-x, 0 -t-r)=s 

<p 4 S- V ’4 


\ d() J \ dudfì ) 2 

rV^\ xy*ì \ X\y 

2 \daidfr*) 2.2 


W— / 

' d 3 4> \ 


. ** / 

\ , 


/ 2.3 \ 

^ duìdb ) 

\ ^ 3 / a / 

’ M \ 

'/ ».3j\ 



-t-ec. 


ec. 


formula che determina il valore che prende $( w » 6) allorché le 
variabili w, 0 vi sono aumentate respettivamente delle quantità 
x, y . 

975 . Con metodi eguali ai precedenti si determinerà lo svi- 
luppo di n = (p(r, y, z), = $(x, 7» z > u ) » ec. Ma quello di 
(/-+£.r-4-Ax a -+-/.z 3 -4-ec.) m . 

,—tì ; 7-r-x 7—0 n »« otterrà molto piu prontamente po- 

(/-+g'x-+A'.r a -t-A'^3 H -ec.) n r r v 

(/-t-gx-hA r 3 -+-Ax 3 - t-ec.) 1 " , , 

r 7 i ~~. — ; 77~t — 77—5 tt;=F -+-Gx-t-Hx a -+Kx 3 H-L.r 4 -r 

(/ -t-gx-t-A'u. a -+-A'x3-fec.)'* 

/*m 

ec.: poiché fatto secondo il solito (1*^4) r=o, sarà F==— — .Quindi 

J‘ n 


nendo 
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applicati i logaritmi a tatta 1 * equazione, differenziando, molti- 
plicando in croce e riduccndo a zero ai avrà : 

//'Gh- «/é?’Fj =0 

iff'HM oh- i)/g'G-f- znfh'F) 

' — (m— ì)fgG-+{n — mjgg'F\=o 

— wìhf'Fj 

5^'Kh-( n-f a}/g'H-4-(an -+ i)/A'G-f 5 /i/X'f) 

— (m — s)/gH-+(n — m-+- 1 )gg'GH-(»«— m)gA'F _ 
— (am — t)f'hG-b(n — im)g'hF ( 

- 5w f'kF] 

co. ec. 

con legge assai manifesta . Che se n=o , avremo l’ evoluzione 
del polinomio (/-t-gx-i-Ax a -t-Arx 3 - 4 -ec ) m . 


Soluzione approssimata delle equazioni. 

974- Sia jr) e si voglia dato per y il valor di 

Fx funzione qualunque di x. Fatta z=x— $(x, y)— fy e z‘=x ' — 
$(x', y)—fr ( x' è un valore arbitrario di x ) , sarà z=o, z' ciò 
che diviene z se vi ai cangi x in x\ e reciprocamente sarà z 
ciò che divien z' se x' vi si aumenti di x — x'. Pertanto dalTeo- 


I Z=0=PS'-J-{X— 


*') 


)- 4 -ec ; onde invertendo la serie 


rema di Taylor avremo ( 966 ) 

potremo stabilire (58p) x — x'=P-t-Az'-i-Bz ,a -l-Cz' 3 -+-ec. e Fx= 
p-+az’-+ 6 z' a -Hcz' 3 -t-ec., ovvero Fx=Fr'-t-az'-t-òz' a -t-cz' 3 -fec., 
giacché z'=o=z dà x—x' e p=Fx=Fx' . Quindi se si ponga 
per comodo Fx’=F' e Cp(x', y'j*=$’ , e si differenzi in seguita 
per x', avremo 


<zy iby -it) 
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d’ onde ì valori di a , b , c , ec. (58 i) . dai quali , poiché 

(SMSHSMSMS) MS)'- 

ec. si dedurrà facilmente 

’~--(SHSXS-'(S)W)- 


z"(dpr\ 
r z\dx'>) 


z*/cP$'\ (dT \ 
2 y dx' 3 ) y dx' ) 


ec. 


H-2 


■^)(P 


\dx'J\dx'*J 


a.5\ dx' 3 / 


■+ ec. 


— ec. 


|-i-ec. 


Ora z' è arbitraria come lo è x\ da cui dipende : può dunque 
eguagliarsi a — Q' , e allora avremo manifestamente Fx=F'-t- 

3^5. Quanto ad F 1 e , esse sono ciò che divengono Fx 
<J)(r, y) postovi x' in luogo di x; e siccome *'= — Q' dà x'—fy , 
si avran dunque F' e ponendo^)" in luogo di x in Fx, 
nel qual caso è manifesto, che fatto nel secondo membro Fx=F, 
Cp(x, j')=Q , 1’ equazione precedente può anche mettersi nella 

ec. a condizione che a differenziazioni finite si ponga nel se- 
condo membro fy in luogo di x. 

5)76. Se per altro fy—y e Cp = Qx, si avra senza condizione 

r, ^ ^ dFy d($*y . dFy) d\$\r-d¥y) 

veruna Fx = Fr-t-£Pr-— : 1 — 1 -, h ec , 

^ dy idy 1 2.5 dy 3 

clegantisssima formula dell’ insigne nostro italiano La-Grange; 

dFy . 

e se di più Fx=x, nel qual caso — 1 > *> avrà a =/-H-Q,y-+- 

• c> °‘ f> "’ ‘£ r=cp - • 
$ , [7’=4 ' ec., c presi otto soli termini. 
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-4-<J>( <J>' 3 -+ -+ $'5 -4- <t>'« H- 4>'7) 


-+-f $’$"(« -*5$' -4 6$' a -+ io$' 3 -f i5$'4h-i i<$' 5 ) 

-1 — L-^34>"»(, -4- 44)’ -+• io4>' 3 -4- ao$'3 -4-550)'4) 
a.3 

C* i5CP f ’— i- 55Cp' 3 ) 


-4-~«t> 4(-~4>4 ,,r ■+ 5$"$'") (i •+ 6$' -4* 21$”) 

2 iD 

-+— ^ 4 (rr^ 4)' r ' h- 5 4)' ,J §$$" -M4<p"cp'*x « -+ 7 <p 'j 

2>4 D«D»0 ** 

377, Sciogliesi da questa formula per approssimazione 1* e- 

quazion generale o=a-t bx-\-cx*-i-d.A -^-f-ec. di qualunque grado 

.... , . . a . c< , -+d 1 3-j- ec. 

m , che divisa per b e fattovi y= , tp.» = , 

b b 

diviene della forma x=y-rtyx . In tal caso dovrà farsi Qyz= — 

cy'*-+dv 3 -L-ec. . a 

- , e a operazione ultimata porsi j= — — . Se per e- 

C l ® C \ 2 

aempio m=s 2, sarà <p.r= , e 4)jt'r= • Sostituendo dun- 

b b 

que, differenziando e ponendo infine y= , troveremo x=x — 

b 

n a ì c 4*3 c a 5.6o4c 3 


43 


— tt — • — tc. Si vedano le note IX, X, XI al- 

20 3 2.367 

1’ equazioni numeriche del citato La Grange, ove questa mate- 
ria è diffusamente trattata . 


Ratti i di cui termini si riducono a zero . 


978. Si trovan talvolta delle espressioni algebriche in for* 

ma di rotti , che si riducono a t, come. quando x—a , 

0 r—a 

Questi resultamene in apparenza indeterminati son suscettibili 
di valori determinati, ed ecco dei metodi per trovarli. 
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» Sia — il rotto di cui ai tratta, ed y il valor richiesto, sarà 

e di qui yQ— P=o, ydQ-+Qdy-dP=z,a ma per ipotesi 
d P 

Q-o, dunque - Che se anche da questa nuova espressio- 

ne del rotto risulti J, si tratterà come l’altra, e ne avremo y— 

ePP . . . . d 3 P 

i e di qui nel caso medesimo Sarà dunque in gene- 

d. n P 

rale y=‘~xy* essendo d" P, d n Q i primi differenziali, che non 
d Q 

svaniranno nei casi, che rendon nulli P, Q. Ecco gli esempj. 

— a* 

I. Cerco il valor di quando x—a . Qui P=x a — a a , 

x — a 

a xdx 

Q = .r — a, dP—nxdx, dQ—dx ed y~ = ax=m 2 «. 

dx • 

II. La somma della progressione x : x a : x 3 . . . : a" é (3ag) 

a"-* -1 — r (n-t-i)x"dx — dx 

■ , e quando x=i, sarà r= 

x— i dx 


, TT c . V ( aa 3 X — a4 ) — /iva 3 *’ 

III. aia — ■ — — ed x=a . Avremo r— 

4 , 

a — y 1 a.i 3 
3 i 

(a 3 -aa*)V(a« 3 *-a4)-,-«^^ 

3 4 i iR 

=f(a-+-a)= T -a. 

3 4 « 3 5 9 

4 x 

IV. Differenziata 1* equazione x-+x a -+-z 3 -f x'‘~ 

, r n-M_x 4 dx 

, si divida per — e verrà x-raa a -t- 3 .t 3 -+ . . . .nx n ^* 

x— i r x 

x-t-j"H-I(nx— n— i) 

, quando x — i Dunque allora y~ 

i-+j"(/ir(« 4 j)- (n-n) a ) 

t j — ~ ■■ ma passando ai differenziali se- 
condi ai avrà 

a a 

Marie P. II. io 
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979 * Ma ic P o Q o ambedue insieme rappresentino un ra* 
dicale, a qualunque numero si spingano le differenziazioni non - 
potrà mai eliminarsi la quantità sotto il segno ( 923 . 3.°), che si 
suppone andare a zero o in P o in Q o in ambedue , e che per 
conseguenza trovandosi o in qualità di fattore o di divisore o 
dell’ uno e dell' altro in ciascuno dei nuovi rotti, gli renderà 
tutti o nulli o infiniti o sempre eguali a 2 . Osserveremo dunque 
per questi casi, che essendo P=(}>(x), si ha sempre 

dV—ty(x-\-dx) — $(x) , dQ=<$'(„r-+dx) — Cp'(ar) (9«3) , ed y=x 
<$ (r-nfxl— $(x) 

y( i ^d 7)- ^ ' ^) Ma si 8u PP on 6 on nu,Hi dum I ,w 

y— 1 } c ioé basterà porre x+dx in luogo di x, e quindi o laf 

£p'(cn -dx) 

semplice riduzione, o lo sviluppo del radicale in serie portato fino 
a quella potenza di d. r, che non si distruggerà da se stesse, darà 

, . //aa a — 5ax-+x a ^ 

il valor richiesto dij'. Cosi nel caso di y=\J I — 

j( aà a — 5a(x-y-<fx)-i- (x 
“ y \ a—x—dx 


-x 

-dxf 


con x = a 


avremo y 
y/(a—da)—\/a. 


> 


) 


Curve 


a55 


980. Sia la curva qualunque AM=$ con l’ascissa 
kVx=x, l’ordinata PM =jr * la tangente TM=* e la 
normale e debbano determinarsi f,n, 

la suttangente PT e la sunnormale PN . Condotta 
pm infinitamente vicina ad MP , ed Mr parallela ad 
AP , avremo Mr—Pp—dx, rnr^dy , M m=ds ; e 
poiché 1’ arco ds è infinitesimo, potremo riguardarlo 
come una linea retta infinitesima, che sarà l’ ipotenu- 
sa del triangolo parimente infinitesimo Mmr; avremo 
dunque M m=ds=y/(dx' ì -+dy*) , e i triangoli simili 
Jftmr, TMP, PMN daranno Mm:mr:Mr::TM:PM:PT:: 
MN:PN:PM , cioè ds:dy:dx::t:p?T-.:n:PN:y . Dunque 


ydt 


nx~, PT=r— , PN=—. Con ciò si avran- 

4.x dy dx 
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ho i valori dt queste linee in ogni curva, che abbia 
le ordinate rettangole, e 1’ origine dell’ ascisse al ver- 
tice., sol che dalla sua equazione differenziata si de- 
duca il valore di ciascuna formula differenziale. 

981. La supposizione che 1 ' arco infinitesimo di t>na curva 
qualunque possa riguardarsi come una linea retta infinitesima, 
dipende dall’ altra che ogni curva non sia se non un poligono di 
infiniti lati o di lati infinitamente piccoli . Cosi di fatto pensa* 
reno i primi fondatori del Calcolo differenziale sull’ esempio 
del Cavalieri , che tutti precedè in questa idea nella sua Geo- 
metria degli indivisibili, idea che anche al di d’oggi é comune 
alla maggior parte degli Analisti, specialmente qualora non si 
esiga un rigore assoluto nella maniera d’ esprimersi; ed è poi 
di un uso costante e universale nelle Matematiche applicate al* 
la Fisica ed alle arti. Generalmente però si conviene che questo 
principio non apparisce esser in ogni parte geometrico; ma con 
tuttociò non son men vere le conseguenze che se ne deducono, 
e che sempre si trovano coerentissime a quelle della più severa 
Geometria : il che dipende da quella specie di compensazione 
di cui abbiamo altrove parlato (909). Del rimanente quoto stes- 
so principio non é che un semplice corollario del principio in- 
finitesimale, che a suo luogo esponemmo (906). Infatti se si con- 
cepisca un poligono rettilineo iscritto alla curva, i Iati di que- 
sto potranno supporsi così piccoli, che la differenza fra essi e 
gli archi sottesi sia minore di qualunque quantità assegnabile. 
£ dunque chiaro che la curva e il poligono dovranno in ultimo 
confondersi 1’ una con 1’ altro ( 548 ). 

982. Ma ecco tre nuove maniere, con le quali anche indi- 
pendentemente dalla considerazione dei triangolo infinitesimo 
può giungersi alle stesse espressioni generali della suttangentc, 
tangente, sunnormale ee. La prima di queste maniere dipende 
dal principio dei limiti, 1’ altre non sono che applicazioni sem- 
plicissime del Teorema di Taylor (966*). 

I. Abbiasi dunque come sopra la curva AM , con le solite 
coordinate AP, MP e con la tangente MT al punto M, e si con- 
sideri non più infinitesimo, ma finito l’ arco Mm, che perciò rap- 
presenteremo con $s (910), come con rappresenteremo 
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,, gli aumenti P p, rm delle due coordinate ÀP, PM, allorché daM 

* passano al punto pi . Condotta per m , M la secante mMS, i 

. . MP mr èy 

triangoli simili MPS, mrM danno — - = ■ — — — ; e poiché 

P S rM Jx 

MP MP „ ,1MP èy 

“ > — ^8), »arn— > e quanto piu m si accosterà ad M, ed S a 

MP Sy 

T, tanto pieno difi ei 'iranno fra loro le due ragioni - — . Dunque 

c PI' ir H 

1’ una è limite dell’ altra ; e se si convenga che de, dy rappre- 
sentino esclusivamente il valor delle differenze ir, iy allorché 
il loro rapporto è pervenuto al limite della sua grandezza, op* 

, , .... MP y dy 

pure del suo jmpiccolimento avremo ■ — =— ; d’ onde 
r r PT PT <Lc 

ydx 

per il valore delta suttangente, PT= , come già si ebbe di 

dy 

sópra. Condotta in seguito MN normale ad MT, i triangoli si- 


rdy 


mili TMP, PMN, ?MN daranno PN-— , MT«- >J{dx*-ydy*), 

dx dy 

MN=~v'(^ ? '+4r 2 )- 

dy 

II. Sia ^arCp(r) 1’ equazione della curva AM j supposte al 
solita Ap=.r, PM=r_y le coordinate del punto M, saranno A p=* 
x-yÌx, pm=y-\-iy quelle di qualunque altro punto m , e fatta 
passare per M,m la secante SMm, avremo tongMI>P=tangmMr= 

~ (676) . Ora iy = (gi 3 ) <p(x-+Jx)— (p(x) = (966) 

%dx* 7 . ma 6 dx ìdx 1 2.3 d< ù 


d 3 y j. 


ec. Ma quando la secante divien tangente i due punti M, in si 

dy 

riuniscono, e si ha ix=o, dunque allora fa/igMTP=— d’onde 

dx 

ydx 


per la suttangente TP il triangolo rettangolo TMP darà TP' 


d X . 


^35 


III. S’immagini che la secante SMO girando intorno al pun- 
to M passi in i>'MI\, in modo che il tronco qualunque MQO del- 
la curva AMO resti compreso nell’ angolo HMO . É manifesta 
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i.° che anche TMU tangente in M resterà compresa dentro hi a »,j} 
stesso angolo RMO; 2." che nel passaggio dall' una all’ altra dei' 
le due prescritte situazioni la secante dovrà in qualche punto 
trovarsi interamente confusa con la tangente; 3 .° che suppósta 
_y=:Cp(.r) 1' equazione della curva riferita all’asse SP', c facendo 
MP— y, AP= . , PP’=$x , e chiamando infine a, a', a" gli an- 
goli MTP, MSP, MS'P, se si conduce RP' normale ali’ asse SP; 
avremo Wzsj'-ì-àx lunga', RP'=^-t -t$r tango", QP'-Cf (x-+ 

(9G6) r-+--‘- - J'iM — — s&t^-t-ec., e quindi u° QN^ 
dx 2 dx' J i.ìdx* 

OP’ — NP* — — tango' \ (Jz a -hec, ; 2 0 RQ = RP^ 

x \dx ) id i 4 

QP'=.f tango" ]Sx — - — ^-Ìx a — cc. , quantità che in forza 

\ di) id > 9 

della costruzione prescritta dovranno essere ambedue positive 
Or poiché può prendersi in maniera che il primo termine 
di ciascuna delle suddette espressioni superi la somma dei ri- 
manenti (969)» é visibile che non potrà la prima esser seròpic 

positiva se non sia tango' <~j-, né potrà esserlo la seconda se 


d V 


non sia tanga"> — , cioè la tangente dell’ angolo della secamo 
dx- 


d X 


allorché passd 


con 1’ asse dovrà esser minore del rapporto -j- 
al di sotto della tangente, e dovrà esser maggiore quando è pas- 
sata al di sopra . Dunque saià eguale' a — allorché si confondo 

ifx- 

di- 
cati la tangente, il che darà tango — — tome sopra , 

di 

q 83 Si faccia adesso l’arco AM=r, e perciò J ' ' * 

Poiché 1 ’ arco varia con l’ascissa, dalla quale é dunque dipen- 
dente (9 11), potremo supporre r==y’ v .r), c quindi ■< J— 

ti s d 3^ vi 

flx) = (966) — dir-f — 1 — — ; ,aa 5 -)-Cc. Ora i triairg'ofif 

dx 2 di'* 2.5 d 1 •* 

Mr è , v . 

MRr, MoifdannoMlà^ =»— 1 ;fi5Q. 1 A.*)à-f\.i -X 

cosRMr cofM'lP y 


i5o 


5 4 f0'ig a MTP)^g8a. e nel modo stesso Mm= 

$ : *V( ' -Hang a MSP)=(m)^r^/ ^ i ec, ^ : 

dunque fatto 1 -+ '^7^) = F ( a: ')* e ec ^-+ ec ‘ = u 7 

d(Fx) 

avremo MR=^,F(j}, Mm=<Jx.F(xH-o)<l'x)»(5xF(x)-»-— — ' Wx 3 -f- 

dx 


ec. Ma adoprando il raziocinio gii fatto altrove (548) può dimo- 
strarsi che MR, M m sono 1’ una maggiore, l'altra minore dell’ 
arco M tm=ds, e perciò sono i limiti di quest’arco; quindi sic- 
come la prima eguaglia il primo termine della seconda , dovrà 
a questo stesso termine essere eguale anche il primo del valore 


d s ! f 

di ds, ed avremo in conseguenza — =F(r)=4/ 1 I_+ ^a ) 


ossia 


ds^—di^-i-dy*, come precisamente vien dato dal triangolo infi- 
nitesimale (980). 


984. Si venga agli esempj . Nel circolo y*— 
•iax — x a . Dunque ydy=dx(a — x) , e perciò PN= 


^=a-x, PT=^= 

dx dy a — x 


x=a, come già si sapeva (462). 


- T ; ds —^(dx* -4- df^—dxY. 

yds ay yds 


dy a—x 


dx 


985. Nella parabola y^—pXj e iydy=zpdx, dun- 

< i ue • ^= ax o 5a > In s enera,e 

sia y™ — ,r n a m ", equazione che suol denominarsi alla 
famiglia delle parabole se m, n son positive, a quel- 
la delle iperbole se n sia negativa, e che diviene alla 
parabola Apolloniana o ordinaria se m=2 , n=i , 
alla parabola cubica prima, seconda ec., se con to =3 
sia n= 1 , =2, ec. * 
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• , Ady » ydx 

986. Nella logaritmica x= A (806), dx = — - ed*— -== 

»/ 


A; cioè la suttangente eguaglia il modulo. 

987. Nella Quadratrice preso per asse CD = - (8i 1), e fatto 
OD=x, M0=7% e cangiate perciò nell’ equazioné {8 io) x in 
1— y, y in - — x avremo x=y tang c( 1 — y). Quindi dx= — 


dytangc[ 1— j )-4 
ytangc(i-y) 


eydy 


ydx 

. e la suttangente OT=— — = — 

cos 3 c{i~y) 6 dy 


cy 


cos 3 c(i—y ) 


Per conseguenza CT=CO-+OT= 


Ora VB(cor c( , -.y)):CB( i)::OM(r):MC= 
CM 1 


s __ cy* 

— x—t-OT— — — -, 

C C0S 3 C[l— r) 

Dunque CT=c.CM*=(8 11 )~. « 

cosc(i-y) n v 'CD 

988. Nella Cicloide ove > y=PM=: (808) u-+sen n , ed x=i -g 
PB = senv.u t oppure y=au-+-asenu t ed x=o sen vm, se il circolo 
genitore sia del raggio a ( 54 g. 654 ) , avremo in quest’ ultimo 

x 

caso u^arc.seny.- c sarà dy=du(a~i-aoosu)=du(2a~ x)( 65 i) 


•dr(ifl — ar) 


(g5 «. I j.°)asdx' 


V 


2 a — x 


•. Ma se si prendano P a- 


^'{zax— .r 3 ) 

scisse sull’ asse Aa e si faccia AF— x, FM==>-, ai cangerà dx in 
dyt dy in > — dx t a a — x in / ed r in za — y t e sarà dy—dx 
jza—y 

Al «'tra equazione differenziale della cicloide. Dalla prl- 

v y 


ma si 


i avrà~- = /| j — dalla seconda MN=^— = — 

dy V la—x dx V J 

{529. 3 .°) OD. Son dunque parallele MN ed OD, e per conse- 
guenza anche OB e la tangente MT , 1 ’ una no» male ad OD 
( 49 3, *• )» 1 altra ad MN (482. i.°). Inoltre condotta piti infini- 
tamente vicina a PM , ed Mr parallela ad UT tangente in O 
all' arco OlB , avremo ro—- MO = u. ed mr^=du==Oo — Mr, cioè 
sarà isoscele il triàngolo rnrM , c perciò anche T alito MOl » 
ed MO=OT. 
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989. Ma ai abbia una curva CKM tale che descritto col 
centro C e raggio CN = a il circolo ADBNA, la porzione CM y 
di CN sia una funzione qualunque dell'arco ADBN=.r inter- 
cetto fra CN e un punto o dato o arbitrario A della circonfe- 
renza . Immagino la retta TM tangente in M, il raggio Cn in- 
finitamente vicino a CN , la CT normale a CM prodotta fino 
in T suo incontro con MT e il circolo OEQMO , descritto 
col centro in C e raggio CM , I triangoli simili CMr , CN« 
e Mmr , CTM daranno CN ( a ) : CM {y ) : : N« ( di ) Mr =p 

mr(<f^):Mr^^^-^:M»i{dr)::MC(^):CT:MT . Dunque CT= 
rVr yds 

— , MI =• . Sia per esempio y — 


ady 


dy 


la curva CKM sarà 


1^5 


176 


dx 17“ 

la spirale di Archimede (8 1 5 ) , e si avrà — = — , e CT= 

dy a 

y a TT xy _ 

V=7 =oe «m- 

990. Sia la spirale iperbolica in cui xy—ab (818). Si avrà 

,à x +rd,--.. . ex =_2±=_2' = _i. , 

ady a 

991. Nella spirale logarìtmica, ove 1 ' angolo CMT é co- 
stante (819) fatto /angCMT = t , il triangolo CMT in cui 
CM =/ dà immediatamente CT = ty . Sarà frattanto ty — 

y*dx dy di' x x 

— — , — = — ; e integrando, ly ~ — 1 C= — le-\-lCU 10. qA6. 1. )=> 
ady y at 0 al al * 


iCe‘ ,E ( 4 oo.i.” 4 0, * 3 ‘*)> onde i y=Ce flJ equazione a questa curva, da 
cui s’ impara i.° che-la spirale fa un' infinità di rivoluzioni in- 
torno al suo centro tanto per accostarsene che per allontanar- 
sene; poiché se x divenga ari 5 *", x+ »T, x:£ 5 t» ec. y é sem- 
pre reale : a.° che in A ove x=o, si ha CD==y=C : 5 .° che se 
t— ® si ha y=*C, cioè la spirale diviene una circonferenza, che, 
come appunto si sa, taglia lutti i suoi raggi ad angolo retto. . 
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Contatti e Circoli Osculatori 


gg% Sieno y—f[x), z=F{o>) 1 ’ equazioni di due curve che 
chiameremo A , B riferite ai medesimi assi . Se si assume «= = 
a-yx, le ordinate y, z coincideranno 1' una sull* altra j ed au- 
mentate ambedue le ascisse della quantità avremo per le 
coordinate corrispondenti ’V.Zchcdel pari coincideranno (966) 
dy d*y t , d 3 y dky 


dx 

_ #* 5 
Z =zh àx 

du 


a d i'" 1 
<Pz 


+ 


h 


a .3 d.c : 

d$z 




Jx 3 -+ 


a. 5.4 dxì 
diz 


^* 4 -+ee. 


^!z 4 -+ec. 


ideo' 1 " a 5 ^ti ) 3 a.3.4 

Or si supponga che posto u=p rischi z=*y : le due curve avran- 
no in questo caso Un punto comune, nel quale a' intersecheran- 
no ; e gli altri loro punti consecutivi si troveranno distanti fra 
loro nel senso dell’asse delle ordinate di una quantità 0=1 — Z=> 

/dy dz\ ( d y_^ z Y^ ( d *y 

\dx du) \d* a dup) a do, 3 /». 3 

993. Che se la supposizione di u=p non solo renda z=»y, 
dv dz 

ma dia inoltre =0 , la differenza D si cangerà in D'= 

dx dw» > 

d*y <Pz\3rx* / apy d 3 z\^.r 3 
dx* du 2 ) a \ dx $ du^)i.. 3 


-ec. 


( 


ec. , e poiché può farsi in 


modo che il primo termine in D superi la somma di tutti i se- 
guenti (9^9), sarà D'cD , e 1 ' intersezione si permuterà in un 
contatto, ossia le due curve diverranno tangenti fra loro. Infatti 
é agevole il concepire che una curva , la quale sia tangente ad 
un' altra in un punto qualunque, non può divenir secante in quel 
punto se non elevandosi con uno dei suoiTami.a! di sopra della 
curva di contatto, per poter con 1‘ altro abbassarsi e penetrare 
al di sotto. Quindi nella parte del ramo elevato crescerà la di- 
stanza di punto a punto fra le due curve, e sarà necessariamente 
maggiore di quella che ha luogo quando le due curve si toccano. 
Dunque all' opposto le due curve dovranno essere fra di loro 
tangenti quando la distanza D' dei loro punti é minore di qua- 
lunque altro valore di D . Se poi lo stesso valore di u=p sod- 

... d*Y d*z * 

disfaccia insieme anche all’ equazione — — -—=0 , il contatta 

" dx * du 2 " 
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si chiamerà allora di second' ordina e in generale ai chiamerà 
dell 1 ordine n* IOT0 , se la stessa condizione annulli n termini in D. 

994. Tutto questo premesso, sieno come sopra (992) x , y 
le coordinate della curva A, e si supponga ridotta alla forma 
F(«, *, a, b, ec>o l’ equazione della curva B, ove a, b, ec. sono le 
costanti arbitrarie, dalle quali, siccome si sa, dipendono insieme 
e le dimensioni e la posizione della curva . Se queste costanti 
sieno due sole e si determinino mediante l’equazioni F(x^y^t,b)=o 
dF(.v,y,a f b) , „ 

— =0, la curva B sarà tangente alla curva A; perché 

quando u=x t in virtù della prima equazione risalta e in 

virtù della seconda — . 

du dx 


Se le costanti sieno tre e ai determinino mediante le tre 

equazioni ¥{x,y,a t b,c)z=o , tP¥(r,y,a,b,c) 

dx dx 2 ' 

la curva B avrà un contatto di secondo ordine; perché quando 
. da djr d a z <Py 

» avrà ^=5^ . d^dtf* '' * C05i * “ e6uit0 P er 1 cont,tti 

d’ ordini superiori . 

995. L equazione alla linea retta dovendo esser di primo 
grado (848), e quindi della forma z=au-±b, e non contenendo 
perciò che due costanti arbitrarie , ne risulta che la linea retta 
non può avere con una curva qualunque che un contatto di pri- 
mo ordine ; e per ottenerlo dovremo determinar le costanti per 

mezzo delle equazioni y~ax~b= o, ~ - a = o, che danno 

dx 


dy , xdy 

a:=s ~d x ' ° — y — ~dx' P rIma di queste equazioni concorda con 

1 altra già trovata fg8z.II.), essendo facile il dimostrare che la co- 
stante a corrisponde alla tangente' dell' angolo della retta con 
1' asse delle ascisse (848). 


996. 11 circolo, la cui equazione più generale é (w — o) a -t- 
(s — ò) a =r a , nella quale a , b sono le coordinate del centro, 
é suscettibile , attese le tre costanti , di un contatto di se- 
cond' ordine, che avremo determinando quelle per mezzo del- 
le tre equazioni (x — a) a -t (y -- b) 2 -r* ** o , X-a-y(y-b)x 
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dy d?y dy a ds * 

— = o, H-(v — 6) g — -*o, le quali danno b=y~\ , a=» r— 

de dx 2 dx* d 2 y 

ds 2 dy ds 3 _ .... 

, r= q: , dei quali valori i primi due stabiliscono la 

dxtPy dxd 2 y ^ v 

posizione dovuta al centro del circolo cercato, l'ultimo ne asse- 
gna il raggio, d' onde intanto apparisce che il circolo al quale 
appartiene un contatto di second' ordine, e a cui si dà il nome 
di circolo osculatore , non può essere che un solo per ciascun 
punto M della curva . 

997. Che se non si faccia uso della terza equazione e si la- 


. . . r ^y rrfx 

sci r indeterminata, avremo a=x± *— , ò=yq. — , ed a, b 

ds ds 


saranno in tal caso le coordinate del centro di tutti i circoli, i 
quali goderanno semplicemente di un contatto di primo ordine 
{994)1 e che potranno essere infiniti di numero, attesa 1' infinità 
dei valori di cui è suscettibile l’ indeterminata r. Niuno di que* 
sti potrà peraltro passare fra la curva e il circolo osculatore, 
poiché il valore di D in quest’ ultimo mancando del primo 0 
secondo termine è minore che in tutti gli altri . 

998. Se col mezzo dei valori di a , b si elimina r, avremo 


dy dy t . 

o— -t-x — a, equazione al luogo geometrico dei centri 


di 



tutti quei circoli che hanno un contatto di primo ordine con la 
curva data in uno stesso punto M . E quest' equazione mostra 
i.° che questi centri saranno tutti in una medesima retta (8ai); 
2. 0 che questa retta sarà normale alla curva in IVI, e per meglio 
dire alla retta tangente in M alla curva. Infatti se sulla norma* 
le MN si prenda un punto qualunque Q , e si chiamino a, b le 
coordinate di Q, ed x, y quelle di M , condotta RQ parallela’ 
all' asse AN , avremo MIl ( y — 6 ) : RQ ( a — x ) s : MP (y ) : 

P^l — r- } (980); d’ onde — — — a come sopra- Quindi 
\ d e J dx dx 

5. anche il raggio del circolo osculatore, al di cui centro ap- 
partengono egualmente le coordinate a , b , è necessariamente 
normale alla curva o alla sua tangente in M . 4-° Perciò se la 
tangente al vertice della curva é normale all' osso , il raggio 
osculatore si confonderà in quel punto con 1' asse medesimo, 
0 se ne avrà il valore polendo 2 = 0 in quello di r. 
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999- Ii»6ne si osserverà i.° che 1‘ uno dei segni di r vale 
per il caso che il contatto segua dalla parte concava della cur- 
va, 1’ altro nel caso opposto ; che avendosi ds’ 1 =d.> a -H/K a , 
e perciò nel caso di dx costante, quale viene assunto nella for- 

d uidi 

mula generale (996), dd) =• , introdotto questo valore in r, 

dyds' 1 dx 

avremo r= — — = (929) ± dytd — , altra e più generale 
dxdds d s 

espressione del raggio osculatore; 5 .° Se le ordinate partono da 
un medesimo punto (989), il raziocinio che determina il valore 
di r non cangerà; se non che avendosi in questo caso (tu') Mrt= 
j'dx 

, dovremo permutar dx in questo nuovo valore, il che dà 

a 

yd v . adyds a 

r—dr:d , cioè supposto dx costante r= — — 

ads dx(dsdy-) dds) 

ovvero fatta a=y , cioè presa 1’ ordinata y per raggio del cir- 

1 dyds a yds 3 

colo delle ascisse r=- 

d.t-(dsdj — ydds) dxds 1 — yd.i ddy 


. 1000. Abbiasi adesso la curva AM col raggio osculatore 

CM che faccia con 1 ' asse AQ delle ascisse o con OC parallela 
ad AQ 1 ' angolo MNA = MCO = / 3 - Se fatto centro in 0 con lo 
stesso raggio CM si descriva 1 ’ arco circolare infinitesimo M9, 
e per q, C si conduca fino alia curva la ni C, e inoltre da m, M le 
mr, Mr nel senso delle coordinate y, x, avremo l’angolo MC/w= 
df 3 , T arco Mq=rdfi (649). Ma il triangolo Mmr dà senfi = 

dx dx // d J \ ds di 

dunque ( 9 3 .. ..°) M 1=rd~ : yj ^ . - — j^r-d^-ds, 

cioè 1’ arco circolare eguaglierà quello delia curva, col quale si 
confonderà interamente, e perciò i.° ogni curva puri riguardarsi 
come formata dal seguito successivo di arc hi circolai i infinitesimi 
che hanno per raggio il raggio osculatore corrispondente a cia- 
scun dei suoi punti; i. c due raggi osculatori contigui l’uno all’ 
altro, o spettanti alle due estremità di un arco infinitesimo della 
curva, sono eguali fra loro; 5 .° se ai punti contigui M, fn si con- 
ducano le MN, mn normali alla curva, queste si confonderanno 
coi raggi osculatori in M, m (998. 3 .°) e prolungate al di sotto 
dell’ asse AQ determineranno col loro concorso C il centro del 
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circolo osculatore in M; 4*°pfr sapere in qual punto una curva 
data abbia la massima curvatura basterà trovare col metodo ch« 
presto insegneremo il minimo raggio osculatore, giacché le cur- 
vature stanno in ragione inversa dei raggi . 

1001. Poiché il valore di r é dato per le differenziali dx, 
dy, ds della curva AM, potremo avere in ciascuna curva 1 ’ e- 
spressione del raggio osculatore , ponendo in r i valori di 
queste differenziali presi dall’ equazione della medesima. Ab- 
biasi 1' equazione generale delle sezioni coniche y* = px ± 
JJX* 

(? 44 )- Differenziando, presa dx costante, si ha 2ydy~spdx-± 


pxdx 


pd.i 


pdx 


, e iyddy-\-id/ À ~ ± j onde dy= r —(a±x), e ddy—-~ 

a a a ay 

jPdx* / ds^ \ 4 4n 3 

Ijr • “-v* =tx33;]=7v?“ ( 98 ° ) s -»»• ”»■ »•?> 

pz 3 , ... 

— -in tutte le sezioni coniche . 


de 


Avremo ancora ds=.*J(d i a -f dy*) — V(4 a*y*-+p*(a ± x)*} ; 

2 ay 

e quindi r= — ^—^/(/,a*y 2 -yp , 'a±x) 2 ) 3 , che fatto x=ro, e per 

2 a°p z * 

conseguenza in forza dell’ equazione generale ,y=o , dà r* 

— -p,«/P Ga6 — " raggio osculatore al vertice della curva. 

2 a°p* a 

1002. Dunque nel circolo ovep^va (74$) =z« ( 556 ), si ha ra 

n — 2 =a * onde i raggi osculatori son tutti eguali al raggio del 

circolo, come é d’ altronde evidente . 

Nella parabola, poiché MN 2 =TNxPN ( 52 Q. 3 .°) e PN=. ^9 

P t XMN 3 \ mn 

-(752), sarà r=MC( =— — - =NTx- — ed MN:NP::MC.NT=. 

* \ p 1 / PN 

n , m 

CO=PQ~ a (7Ò2); dunque QN = ax, AQ= 3 r-+- = 5 r-t-AB ; 

2 2 

onde BQ= 3 r. Preso dunque BQ= 5 AP, e condotta CQ perpen- 
dicolare ad AQ, il punto di concorso C delle due MC, CQ sarà 
il centro del circolo osculatore. 
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lift 

ioo 3 . Nella cicloide (gS8)dy=3<ijr4/ , « posta dx co- 

od T a 2 fidi'* 

•tante, ddy= rr, dx^-hdy^ — . Dunque r = 

rV(*«x— x*) x H 

a 

(dx' x -hdv' 1 ) % 

-—j--—^2 A j2a{2a~^x)==2 OD=aMN (988) , ed MN=NCj 

quindi i." nel punto A ore x=2a avremo r=o; a.° nel punto 
B ove x—o avremo r=4o = *BD . 

* vrfi 1 

a 5 y 1004* Sia la spirale logaritmica ADM in coi f= — - (991)» 

(xdy 

dx 

•vvero dy=3— , fatto y il raggio arbitrario a ; differenziando sup- 

yds 

posta dx costante si avrà ddysz o, e il raggio osculatore ras - — . 

dx 

(999. 5 .°)j onde condotte AC, MC normali ad MA e alla tan- 
gente in M, il loro punto d’ incontro C determinerà il centro 
del circolo osculatore; perchè Mr(dx) : Mm(è) : : AM(/) : MC. 

Piani tangenti 


too 5 . $ieno s=<P(r, i y), s'=tA.T*H-Bj' , -t-C l’equazioni di una 
Superficie curva (729) e di un piano ( 854 ) > con le coordinate ri- 
ferite ai medesimi assi, e vogliansi i valori da darsi ai coefficien- 
ti A, B, C perché il piano risulti tangente alla curva in un pun- 
to dato . Dovrà in questo punto aversi z'—z , x'=x , y'=y , e 
quindi Ax-4'Bj"4-Ciz2=()>(r,^} equazione con la quale potremo 
determinare intanto una delle tre incognite. 

Quanto alle due rimanenti, osserveremo che per un altro 
punto della curva, per il quale le coordinate x,y si cangino in 
x - 4 - , y - 4 - , si avrà (972) Z=<p(x-+-j!r , y-i-ìy'j—z-t- 

mentre aumentando delle stesse quantità le corrispondenti coor- 
dinate x , jr del piano avremo Z'= Afx-fJxJ-t-B^-f^yj-l-p . 
Dunque la distanza del piano a quel punto qualunque della cur- 
va cho ha per coordinate x-¥$x, y-i - 5 y, a-f Jz, presa nel senso 
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delle i, sarà D=Z-Z'=<k^^-A 
'f< p z\ . . / <Pz \ àr*/cPz' 


frx*/<p z 
a 


'^H-ec. 


1006. Ora applicando il raziocinio già fatto altrove (993) 
troveremo che nel caso del piano tangente deve questa distanza 
esser più piccola che in ogni altra situazione del piano . Ma il 
■valore di Z — Z' dipende specialmente da quello dei due primi 
termini, che per la ragione più volte ripetuta posson rendersi 
tali da superare la somma di tutti i seguenti; dunque nel caso di 

contatto dovrà aversi fri =0, ovvero 

attesa l’indipendenza delle variabili (958;^— ^-A=o — ^-B=o, 

d’onde i valori A , B che sostituiti in Ax-t-Bj'-fC = Z, danno 
/ dz\ / dz\ ■ 

C=s— 1—^)1 j-1 , e quindi per 1’ equazione cercata del 

piano tangente z’=z-*-(x'— x) (9 Mr’-y) {$)■ 

1007. Volendo 1* angolo fi di questo piano con quello delle 

^tj'i rammenteremo che per 1’ angolo di due piani qualunque, 
le cui equazioni sieno z= Ax-hB^h-C, z'*s A'x-t-By-+C' si ha 
/oc vi » s s-4-AA'h-BB' 

^ooo. Ai.)cor«=: — — — ma nel caso che 

V(I -fA a -^B a V(« -+A'M-B' 3 * 

uno dei piani sia quello delle abbiamo ( 854 . O A'-o, B'=o, 
dunque cos[=i 


\/( « -+- A a -fB a )" 




Evolute 


1008. Se un filo ABC applicato sopra una curva BC, nella 
cui origine è la tangente AB, si sviluppi, tenendolo egualmente 221 
teso , la sua estremità A descriverà una curva AM=r , in cui 
a. 0 AB-i-arc.BC = MC ; *.° ciascun elemento infinitesimo e cir* 
colare Mm(iooo.i.*)avrà per raggio MC,ehe perciò corrisponderà 
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ad r raggio osculatore nel punto qualunque M della curva AMj 
5.° la curva AB sulla quale costantemente si trova 1 ' estremità 
C di MC sarà il luogo geometrico di lutti 1 centri dei circoli 
osculatori della curva AM ; e per conseguenza 4.* sarà pure il 
luogo dei punti di csncorso di MN, mn normali alla curva AM, 
ed infinitamente vicine fra loro (1000 5 .°). Ora la curva BC di- 
cesi l’ evoluta o tviluppata della curva AM , e questa dicesi la 
sviluppante della curva BC • > 

1009. Per trovar l’equazione dell’ evoluta póngo AB=i, 
1 ‘ ascissa BQ=< e 1 ’ ordinata QC=z, e poiché il triangolo MCO 

rdx 

dà MO=s-+^=rrenMCO=-^— (1000), e CO x~yb=r senCMO-* 


r»enmMr=s— •; dunque sostituito il valore di r,con dx costan- 
do 

ds^ dyds 3 . . , 

le. ""'"0 ” l ° r ' cha co " 

1’ cquazion della curva AM danno quella dell’ evoluta- Si avverta 
1 .* che la costante b corrisponde al raggio del circolo oscula- 
tore sull’ origine della curva AM , e se ne otterrà il valore col 
metodo già indicato (998. 4.°); a. 0 che posto x-+b in luogo di x, 
e riguardando come negativa 1' ordinata z } rapporto all asse 
AQ , i valori trovati coincidono con quelli delle coordinate al 
centro di qualunque dei circoli osculatori (996) , il che veri- 
fica come questi centri hanno per luogo geometrico l’evoluta 
(1008. 3 .*). Ma passiamo agli esempj . 

a'dr* 

toro. Nel circolo ove 5 «sa( 1009. «•* 1001), ^*=(984)— 
p*d.r a a?dx* ds* 

ddy =(1001) — - — 5- =* — — 5-, onde — — = y, sarà z=jr— y*o, 
7 4^ 3 J 3 ~<dj 

t-^L-yx— u=(984)«— a?-t-x— a—o. Quindi il circolo ha per 
dx 


evoluta il suo stesso centro . 

ioii. Nella parabola sia BQ( = 3 x (ioo2))=f, CQ=s, si 
/„ \ 4 xy 4 x*J\rx p * 1 

avrà NPf ~ J PM(/)::NQ(2.r):QC=s = — «= — — . onde ^g — 

^1— jL . t g ( 3 ^ jji — } cioè l' evoluta della parabola ordinaria è 

27 16 
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MN= y/ ^,51)= 


1 7 

una seconda parabola cubica (q85) , il cui parametro è — di 2 3 g 

16 

quello della data . Ora nelle evolute, AB-+-BC=MC( iog5. 5.°); 
p 4 MN ’3 p 

dunque BC=MC — , ma 

2 p* 2 

p / / 4 -r \ i 6 v< t 

-t/l t-i ]; dunque facendo p—- ed .* = - , onde MN=? 

2 V \ P J 27 3 

8.i //or \ ®' 7 // g/\2 \ 

~y I ■£- - 4 -i 1 , si ha BC=: — f J n- — 1 - — i 1 , espressione di 

un arco qualunque della seconda parabola cubica, la cui equa- 
zione è t^=az' À . 

1012. Nella cicloide , preso per asse A a , da dy = (988) 2 5g 

ia — y , adr ' 1 10 dj / 1 

viene ddy^= — . — -,dx*-+ dj , onde z=(i ooy) 




dx 

y 

dx^-ydy* 
— ddy 


r 


-y—y, e t=x-b- 


d y{dx»-+dy-> ) 
— dxddy 


y 


: ar-t- (ia y — y ■ 


y 

per esser b = o (ioo 3 . i.°). Dunque dt=d.v -dy 


dt \J 


y 


V 


ia — r 


2a — z 


equazione a una cicloide dell’asse 2 a eguale per 


conseguenza alla data. Si osserverà che in B avendosi r= 4 <7== 
aBD (ioo 5 . 2. 0 ) sarà dunque ACK=AiMB=2BD fioo 5 . 5 °), e l* 
intera ABo=^4BD, cioè V ateo intero della cicloide è quadruplo 
del diametro del circolo genitore. 

ioi 5 . Nella spirale logaritmica, poiché MC è normale ad jjg 
MT ed AC normale ad MA (1004), sarà l’angolo ACM— AMI' 
(^29) ; onde 1 ’ evoluta ABC è la medesima spirale logaritmica 
ADM (818). Quindi (991. i.°) la tangente MC è eguale alla spi- 
rale ABC, benché questa faccia un infinità di rivoluzioni intorno 
al punto A; dunque del pari condotta AT perpendicolare ad AM, 
sarà M f = all’ arco ADM; onde la spirale logaritmica e la ci- 
cloide sono evolute di se medesime . 


Massimi e Minimi 

1014. Abbiasi I’ equazione ,, e voglia determinarli 

il valore di x che rende j*- massima o minima. Supposti ai Jx 

Marie P. II. J1L 



1 6i 

due valori 1’ uno immediatamente maggiore, 1’ altro immediata- 
mente minore di x , e chiamati y' , ’y i corrispondenti di y , 
avremo dai aolito Teorema di Taylor 

dy . d*y . d$y . .. d^y . , 

y'-y-i—— 3 x-i — — — y- -T 1 J'j 4 -+ec. 

dx 2dx* 2.3<Az 3 2.3 4 d-l* 

dy „ <Py . _ d\y 


• ar i 

y-x~ t ° 


JC-r 


--Jx 


cT< 3 H- 


diy 


jxi- l-ec. 


d.C 2 dX*~ 2.3d.t 3 2.3.4 dui" 

Ora in virtù dei noto principio (9P9) , c attesa la differenza di 

dy 

segno che in y', 'y ha il termine — $x è evidente che ae x non 


dx“ 


dy 


sia tale da rendere — = 0, le due quantità y', 'y saranno 1’ una 
dx 

maggiore, 1’ altra minore di y, la qual funzione non potrà dun- 
que in tal caso esser nè massima, né minima. Perciò i.° il valor 
ai x, che rende y massima o minima , si ha dall' equazione dif~ 
dy 

ferenziale — =0; 2. da questo valore avremo avuto un rnassi- 
dx 

dPy 

ino, se differenziando nuovamente si trovi che — o risulta na- 
’ de* 

turai mente negativo , o tale diviene ponendovi il valor trovato 

di a:, nel caso^opposto si sarà avuto un minimo. Ecco gli esempj. 

1 . Dividere una retta 2a in due parti x, 2 a — x tali, che il 

loro rettangolo y = x ( 20 >— x ) sia un massimo . Dovrà larsi 

dy ..... d*y 

.—-2 a — 22=0. Dunque x=a ed y^a* che é un massimo, poiché - 


dx 


dx * 


=. — 2, quantità negativa. 

® II. Trovar due diametri conjugati m , n dell’ ellisse , che 
facciati tra loro il minimo angolo p . Si avrà (774) ninsen p— 

• ab d seri p 

ab ed /w 2 -t-« 3 — o a -rò 3 , onde seup — e — 

r «^(uM-à 3 -» 3 ) da 

ahi a a -+ b* — 2/r a ) . _ Ja*~\-b* 

.-—0= — a* — b*-+2n*. Dunque n— \ / =ni. 

n\ya*-\~b*~ n*/ 1 V a 

• d*senp 

soluzione che dà un minimo, perché quantità posi- 

, dn * 

tiva . Sicché i diametri conjugaLÌ ed eguali dell’ ellisse formano 

cuti la luto intersezione il mimmo angolo' cercato , cui seno é 
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2ab , b mangi/ 

. Perciò se --tangq-.langCaB[6'jP),&nr&senp* = 

a 2 -{-b'* ti i-Kung*y 

2 tang q 


14* 


sec^ij 


ixsenqcosq — semq , omle p=ziq—ìiab. 


IH. Dato il triangolo isoscele DCB normale al scmicircol® DMB 
condurre AP parallela al lato DC, e l'ordinata PIVI tali, che :l loro al 7 
prodotto sia un massimo. Fatto BD=4 rt > CD— b, PB— a, saia 

\a.b:-.x.AV= b -~, PM=VC4 ai — ^ a ; ed Ap PM =- /V 
4 a v 4 a 


_ dy 

Perciò — 


bi (3«— jr) 


:o— Su — x, ed jr=5a, che è un mas- 


dx 2Uy / (4u^ — *e a ) 
ddy 

simo , perchè —~ = — i. 

IV. Di tutti i triangoli della stessa base Ab~a e dello stesso aj g 
perimetro 2 q , qual è quello della massima superficie y ? Sia 

AM=.r, onde MB=2<j! — a — r. Dunqur(5t)o.VI.\p=v'(9(9 — ")* 

{tf~x)(a-+x-<j)) , 2 ly=lq-±l(q-a)-bl(q—x~)-+l(a-hx—q) , 

2 dy — dx dx dy ) / l i \ 

— ~= 1 — . , — — ‘-I ) — o, ed fl-Kc — 

y q — X a-*x — q dx 2\a-{x—q q — r / 

q—q — x, 2 q—a — x—.v, e perciò il tiiangolo cercato é isoscele. 


ioi5. Ma quantunque nel caso di y massimo o minimo sia 
dj=o, non sempre però si ha per y un massimo o un minimo 
da quest* equazione > e ciò può succedere tutte le volte che ab- 
biasi ad un tempo stesso dye^ddj =so , oppure dy—ddy —d}/ — 
generale dy-=ddy=.d.\y =jec....=u an ^ =o. È infatti 
visibile che il primo dei termini , il quale in ciascuno di questi 
casi resta dopoj' nelle due espressioni di y é positivo nell* 
una, negativo nell* altra, per il che I* una di queste é maggioie, 

dy 

I* altra minore di y, come allorché - 1 - non é nullo. Potremo quin- 

d.v 

di concludere in generale che se i differenziali dPy, ec. , i 
quali si annullano con dy, saranno in numero impari , V equa- 
zione dy =o non darà per y nè un massimo, nè un minimo; di- 
versamente avremo un massimo se il primo che non si annulla 
é negativo, un minimo se è positivo . Ecco un esempio. 

1016. Si domanda in quali casi la funzione y—x* — 5a.4-t- 


! 
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5.r 3 -t-i sia un massimo o un minimo. Avremo — - = 5 j 4— ao.r 3 -*- 

dx 


d*y a 3 »- d^y 

i 5 x' J , — ^-^2or J — 602 a -+- 3 o.r , — ; ~=:6ojr a — i2or-+5o . =* 

dx * d.< 3 dx± 

dy 

120X- 1 20. A — =o soddisfanno j =o, .r — i , x= 3 , il primo dei 
dx 

d*y dfiy 

quali valori soddisfà'ancora a — — = o, ma non a — — =r. o , onde 
M d , t 1 d.x 3 

non dà né massimo né minimo ; il secondo ci dà un massimo, 

<Pv 

perché da esso si ha — - = — io ; e il terzo un minimo, perché 


dy 

se ne deduce — = 
dx 1 


90, 


1017. Frattanto allorché il metodo non darà né massimo, 
né minimo , o darà 1' uno e non 1’ altro , dovrà manifestamente 
supporsi, che y non abbia limite alcuno finito di diminuzione o 
di accrescimento; ma che in uno o più punti si annulli se avre- 
mo avuto il massimo c non il minimo , che tenda a divenire in- 
finita , se avremo avuto il minimo e non il massimo ; e passi 
dall’ uno ali’ altro estremo, se mancheranno insieme il massimo 
e il minimo . Allora ponendo ^(x)=o nel primo caso, (p(x)=co 
nel secondo , e I 1 una e l’ altra equazione nel terzo , dovranno 
aversi per r uno o più valori reali , che non solo renderanno^ 
nullu o infinita, ma nelle curve determineranno i punti dell'asse, 
ove I’ ordinata ha 1’ uno o 1' altro valore , e completeranno così 
la soluzione del problema. * 

Es. Si domanda il massimo e minimo valore dell’ ordina- 


dy a—x 

ta nel circolo . Avremo y = ^(2 ax — x a ) , — 

dx ^(2 ax— i 2 ) 

o — a — x , e per il massimo x=a . In luogo del minimo faremo 
j =0, il che dà ;r— o, x=?a, che sonò in fatti i due punti , ove 
la curva tocca 1' asse, e l’ordinata é perciò nulla . 

Talvolta anche da dy— o si hanno i valori di x corrisponr 
denti ad y nullo, come allorché y e dy scemando insieme giun- 
gono in un tempo stesso allo zero. Così nella Cissoide ( 8 o 5 ) 

V a 3 dy 3 a — 2X / x > 

, e — — \ , che eguagliato 4 

a—x dx 2(a— x) V a ~ x 
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itero darebbe 5 a — ir: 


>Gys 

io, r=o; la seconda delle quali equazioni 

' 5 « 3 a 

rendei nullo. Quanto alla prima si ha r= — ed j = — J --5 

2 3 

immaginario. Dunque in luogo del massimo porremo /=eo , al 
che corrisponde x—a. ^ 

1018. Per trovare ora in quali casi una funzione z di due 
variabili x , y indipendenti tra loro, divenga un massimo o un 
minimo, supponiamo che y abbia già il valor proprio a render 
la funzione z un massimo o un minimo ; si tratterà dunque di 
trovare il valor conveniente di x , cioè bisognerà differenziare 
la funzione z parzialmente per x, ed eguagliare a zero il coeffi- 
ciente di dx. Cosi per aver y si differenzierà la funzione z, fa- 
cendo variare y Sola, ed eguagliando il coefficiente di dy a ze- 

(dz\ (dz\ • fdx\ 

ro . Onde poiché dz=[ — Idr-tl — (q42)saranno( — l=o, 

\ d *J \ dy J • \dy) 

1 — Irò le due equazioni che daranno i valori dix e di/ proprj 

V d .r) . ^ . 

a render la funzione z un massimo o un minimo. Per distinguere 
1' uno dall' altro, sieno 'z=(p(r- $x,y— $y), 
due valori di z , P uno immediatamente mihore, P altro imme- 
diatamente maggiore di quello che si suppone massimo o minimo, 

. . / d z\ / dz\ 

e per il quale si ha ( — )=o, I — ) — o . Sarà (972) z' 

\dxj \dy/ 

<JW d 2 z\ . . / d a z \ £1 V i a z\ 

— I — l-f-ox/il I H- — I I -+ ec. , ossia , fatto 

2 \d.t*J \dxdy) 2 \d r *) 

(S)= A - (£;)=»■ (£)-° • A ^ 2Bi - 

/ B£r\ a / B 2 \ 

aF=Al£.rH — — X/ ’ * ,==2-( '^ -, ‘ ec ’ rnf '^° 

stesso troveremo 'z = z-(-F— ec., e ripetuto il solito ragionamento 
(569) concluderemo che z sarà massima o minima, secondo che 
F sarà negativa o positiva , cioè secondo che lo saranno A , C 

„ B a 

e C . Dunque le condizioni per il massimo sono A -co. C-co, 

A 

B a ... B a 

C— — <0 j e per il minimo A>o, C>-o, C ——>0. Questa teo- 
ria facilmente si estenda al caso di più variabili . 


s -t- 
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Esempj. I. Si voglia divider** il numero dato 5 a in tre parti 
ar , y , 5 a-x-r , il cui prodotto i aia un mntsimo . Avremo 

j* rj( 5 a— r— ar— ^ -( 5 o— ar— .rjar. 

Eguagliando a zero scparalamentc 0 |uesti coefficienti , si avrà 
5 -r — ar — y=En= 5 a 2 ) - — v , onde _r = xr — n ; e poiché A — 

(r4“ -v • 

posti i valori di jr ed y , A = — 20, P=— o, C —- za, dun- 

BV 3«\ . . 

A -< o , C <: o, t C j= I <o,c perciò dividendo 

A \ a / 

il dato numero in tre parti eguali , il loro prodotto darà un 
massimo . * 

11 . Tra i triangoli isoperimetri vogliasi quello rhe ha la mag- 
gior superficie 3 . Sia 27 il perimetro ar, y, 27 — x — y i lati; avre- 
mo Y = ( 7 ( 7 — r) (7— r) (jr— Vy— 7) ) ( 58 o. VI. ) ; dunque 

2 /V — Itf = I ( 7 — x ) -r / ( 7 — y ) -+ / ( x -t -y — 7 ) , e (ft = 

Y drf 1 1 \ Y dy( 1 1 \ „ 

1 1-1 1 1. Eguagliando 

a \ x-\-y—tj 7 -.'7 2 \ x-\-y—q <j—yj 

a zero i coefficienti di dy, dx, si ha x~+-y — 7=7 — y— 7 — x» 

I 

20 k 

onde .r=/=— = 27— r — _r , e il triangolo é 1’ equilatero . 

3 , 


que 


HI. Trovar l' equazioni di una retta che da un punto dato 
Scenda normalmente sopra di un piano dato . 

Sia s=s A r-t-By- 4 -C 1 * equazione del piano ( 854 ); x' t y\ t' 
( le coordinate del punto dato . Sarà r=y'((r — ar') a H-(r" — y'f- 1* 
(t — *') a ) la distanza di questo ad un punto qualunque del pia- 
no (730) , o l‘ espressione di una retta condotta comunque dal 
punto dato al piano , espressione che dovrà per conseguenza 
essere un minimo, quando la retta debba esser normale . In tal 
caso , poiché 1 ’ equazione del piano rende t funzione implici- 
ta di x , y (y 55 ), i coefficienti di dx e di dy in dr saranno 


{Wc.y (s)’ (|X£M£) p ° khi dm, "w 

x — j - e I’ equazione del pianodà 
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( — ) = A, ( — )=B , perciò sostituendo e mandando a zero , 
\d / \dy J 

avremo per le due equazioni della retta cercata ( 856 ) x=r'-A(z-z'), 
jr*my'— B(z — *'), come già trovammo per altra via (860. VII ). 

1019. Serve questo stesso metodo a determinare ancora i 
punti d' inflessione (736) * poiché nei due triangoli infinitesimi 
mm’r, m'or' d’ una stessa base dx , 1 * angolo mm'r(=imiP)< 
rw'or'(=im'<'P), onde anche mr<i»'r', cioè la differenza dy dell’ 
ordinata che da A scorre in PM , .e da PM o procede avanti o 
torna'lnd-ictro, scema sempre nella concavità della curva; e po- 
trebbe dimostrarsi nel modo stesso che sempre cresce nella sua 
convessità . Dunque nel punto M d’ inflessione la differenza dy 
diviene un minimo o un massimo ; perciò applicando a dy ciò 
che abbiamo dimostrato nel caso stesso per y , concluderemo 
che si potrà aver V inflessione ponendo ddy=o, purché ncth Sie- 
na zero in numero pari i successivi differenziali d'y, d ( v, ec., 
nel guai caso si porrà immediatamente dy = o, oppure dy=eo . 

Esemp. I. Sia la prima parabola cubica in cuiy 3 =o a .r;si avrà 
3 3 

dx lai* ddr 1 fa' 1 ... 

dy=- + /- o , che niente significa ; 

3 V •* dx* 9-t V x* 
posto dy=so , si ha x=o. 

h-+r 

II. Sia la concoide in cui y= ^/(a a — .r a ) (8oa); si avrà 

X 

— di (o a ò-t-.r^) — ddy a *.i 3 h-3 a*bx a — Viaib 


dy=- 


dy= 5 

fV(.r 


dx a 


1 

a) a a5 (t — a) 1 ’ 

nulla la conoscere; ma fatto dy= co si ha araa— y% valori cor- 
rispondenti al punto d’ inflessione. 


219 


ma 


=0, ondex 3 -*- 


rVln 1 -! 1 ) di* (a a r 3 -a 5 )V(n a - aa ) 

5Aar a — 2o a ò=o, equazione che risoluta dà per x il valor conve- 
niente al punto d% inflessione . 

a 

III. 9 ia la curva dell* equazione y — a—[x— a ) 5 ; si avrà 
5 dx — ddr 6 

che eguagliato a zero , 
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Altre regole drl Calcolo Integrale 

Metodo per ridurre l' integrazione di più differenziali binomj 
di una sola variabile a quella di altri differenziali conosciuti. 


n in h 

loso. Debbisi integrale x d>{a~\bx ) .supponendo nota 

l'integrale di x^dj{a-\-bx ) , cd n>p. Poiché x =x 

ni — i n — m-bi m — 1 in k * 

x , lutto x =t, ed x , dx(a-\-bx ) —de/, onde 

m k- 4 - 1 ni k ni in k 

/ , , (a-i-ur ) a(a-+bx ) -A-bx la-j-bx ) 

(,9 i9}? = — 7—r, : — — - — 77 , la for- 

bni(k -+- 1 ) • 

mula ‘j~tdc] = te] — J~ (/ d t ( g52 ) dà J'x dr ( a -+■ bx ) = 
n-t-i—m ni k- 4-1 

x {à~hb r ) i -+n — m /■ n — m , mk 

; — 7," : — — / x dxlala-i-bx ) -t- 

bm{k-+ i ) bm(k-+ 1 )J 

ni m k n ni k 

bx ( a-+bx ) ) , cioè riducendo j J'x dx (a -+ bx )' => 

i-+rt — m ni ÀH-i *■ 

x (axbx ) a(n — m-h i ) p n—m mk 

— — ; — / x dx(a-+bx ) i 

i(wAH-tt-H) b(nik->rn-i- i)J 

Se in questa istessa espressione in vece di n si scriva n—m , 

_ n — m m k 

n — 2 ni, ec., si avranno i valori di J x dx(a-+bx ) , di 

n— uni m k . n—im m k 

Jx di(a-{-bx ) , m generale di Jx dx(a-A-bx ) , 

... . . n m k 

essendo i un intero positivo; e la formula saràj~x dx(a-i-bx ) = 
i ~hn — m 

/ . m Jt-+if x al i-t-n— m) (A) 

(a-H-èx ) ( ì LL-d — 

\ b{ i -+n-A-mk) bx m [ ì -+ n -+ ni ( k — I ) ) , 

a(t-hn — 2 /«)(B) — m(i — »)(Z) \ 

bx m ( i-rn-\-m[k — z)) lx m { i-f-n-f m{k— t-fi ))/ 

a‘ i -rii — ni) ( i -A-n — 2 «?).. ( i — t -n — ini) 

b‘( ì -+■ « -4- mk ) ( i -Wt -i- rn ( k — i ) ) ( i n -f- m ( k — i -+ « ) ) 

n — im mk „ , 

J x dx(a-+bx ) , ove le lettere (A), (B), (Z) indicano 

che il termine in cui sono dee moltiplicarsi per il precedente, 

ed il segno superiore ha luogo quando i c pari, l'inferiore quan- 
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1 % 

, , J , «—» 

do é impari . Ora se n — ini ~ p , cioè se - — - = i , polii 

m r 

« mk'' p 

J' x dj(a-\-bx ) ridursi con la formula precedente a Cx x 

m A: 

dx{a-±bx ) , presi tanti termini della serie e tanti (attori nel 
numeratore e denominalo!' del termine fuor di serie, quante so- 
no unità in i . 

• .1 .1 
Esempio. Sia J'.i io i/.t(i — a" 1 ) 2 da ridursi a J' d ( i — a 2 ) a — 

are. senx (95 1. i : sarà n= io, a= i, b= — i, m=:a, À = — |- t 

ti— p - — i 

p = o , =t — 5 ; dunque J';i lo d.r(i — a 2 ) a =( i — a a ) a x 

m 

f— U._ A.,, _ J:r_.,5_ J±1L X \+ 

\ io io.8 iu.8.8 10.8.6.4 io 8. 6.4-2 J 

9.7. 5.5.1 

— — are. seri z’-i-L . 

10.8.6.4.2 

• ■ 2 r 

/ x de f 1 2r — 1 

= C — */ ( 1 — a: 2 ) I — x H- 

V( 1 — i2 ) \ ,r 

ar — 1 2r — 5 (2r — i)(2r— 3 ) 5 .i \ 

x -+■ ec. -1- x ) H- 

2r(ar — 2) • 2r(2r — 2) 4- 2 / 

. , . . 2r— f- 1 

( 2r — 1 ) ( 2 r — 3 ) 3 .i ’ /*x d v 

• — — arc.scnx , e / — — = C — 

ir^ir — 2) ij.2 J V(* — ■**) 

,, 1 ir 3 r 2r — 2 

v*- 1 ■ >* ■+ 7 77 ;•* -+ ec -+• 

\2rH-1 (2T-+1) (2r— 1) 

ir(ir — i) 4.2 \ 

(2r-+-i)(2r— 1) 5 . 1 ) ’ 

1021. Se i sia numero intero negativo, in luogo di ridurre 
‘ n m k p m k 

Jx dx(a-i-bx ) a f* djt(a-±bx ) , si ridurrà questa alla 
prima . 

Esempio. Sia _f x — 4 d.i (i-t-ar 2 ) — 1 da ridursi a J'dx(i-t-.r *) — '= 
arc.tangx (931. . 5 .°) ; si avrebbe n= — 4 > n ‘~ 2 « p—o , ed 
n — p 

" m '~ — 2 » riduccndo dunque la seconda alla prima si avVà 

, , n~ p 

n=*o, a=t, 0=1, 7/7 = 2, « = — 1, p=— 4, = 2 = t j onde 

m 
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n 70 


f J.r( 1 -r 1 ~ 1 — r ’ - 


,r 


— .1 


4 /., — 4 dr(i 47’) dunque 


J'x~^d r[ 1 -f-a- 9 } — 1 = r — 1 ■ 


— 3 


4 J~ d »•( r 4-x 3 ) — 1 , 


io2?-. Sia proposto ora di ridurre J~ r d.r { n -4- bx" ' 'f a 


«4-1 


S x d.f\n-4-bx ) . Fatto .t =*> ed ^a4-A.r J^=h, la for- 

mula f ndz = uz — f zdu ( g 5 ?. ) dà f ( a 4- b ™ f '=* 
n 4. 1 m p 

X ( n-i-hr ) bmp p m-f/i w o— i 

y -e dx(a-+br ) . Se in que- 

sta istcssa espressione si scriva n4-m, n4jm ec. per n ; p—t, 

• . . . . „ n-fm 

p — 2 , ec. per p , si avranno 1 valori di J\r d.r (a 4. 

w p — 1 n-+ 7 m mp~ 2 

b r J , di Jx dx{/t-±-b.v ) ec. , e si troverà la 

seguente formula: J~ x dx (a -4- bx™ )^ = (a -+ bx™ x 


n-hi . m p 

i,, _ 

« 4 - 1 /141. 


. n 4-1 

('— 

V ‘ 4 - n 


m 


bmpx (A) 


bm(p— i).r (B) 


14 - n m ni 

( 1 4-774-m)(<j— r-6 v ) (i4«4im)(a4Ìr ) 

. . rn . 1' «' 

bm(p — i 4-2)/' (Z) A. m pfp- i).,i,.(p — i'4-i) 


, >4-2)r (Z ) V A. 


4 -«)( * 4 -« 4 -w)...( 1 4 -n 4 -w/(i'- 1)) 


( 1 4-'i4w(i‘-i))(a4Ì r ) 

n-4-i'm ni p — i' 

J .c dr(a- 4 -hx ) . ove tutto si prende come prima 

(1020). Ora se p~ ì’—t/. o se p—q=zi', intero positivo, 1 ‘ inte- 

n ni p m q 

graie di x dx(a-*-bx ) si ridurrà a J x dr{a~\-bx ) , 

•t r m q 

il quale potendo ridursi a J".r dx(a-+bx ) quando n4i'm- 

. . n — r 

im=r. cioè quando = 1— V, vi si potrà ridurre anche il dato. 

m 


Esempio. Sia da ridursi J'x^d.r(i — a fdr(i — a 0 )-; si 
avrà n=4, 0= 1, b— — t , »n = 2, p=*, r=o, 9=3, p—q=i‘= 2. 

,1 a 

ri r ' j / >\a T ^( 1 — J '’’) 2 5 .z 5 (» — .t 3 )* 

Dunque fx'ld c ( 1 — 2 * ) a =3 — - - — (- L 4- 

5 5.7 ’ 
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, 7 I 


5.5 i 12 

— J i*dr fi— a ,a ', a j ma (it»ao) f jl&Jx ( i — x a ) a — ( i — x'*)* x 
5 7 


/ xl 

\ *o 


x 1 yz 5 7.5x 4 9.6.5x 

o 10.8 10.8.6 10.8.6 4 


que x*)» 


4 .z 5 (i — x a ) a 
: 


\ 7. 5.3.1 i 

IH f dx(i— x 3 )* ; dun- 

/ 10.8.6 v ; 

3/.r7 3* 

— ar 3 )*f 

\ 10 10 . 


3x s 5.5r 3 


8 10.8.6 


5.5 3x \ 5.5.3 „ * i 

• IH / dr( 1 — x 3 ) a -f-C . 

10.8.6.4 / 10.8 6 v J 

r 1 _ 

_,_r— 1 , jii 1 ' _ r±f— 1 . *« 4-1 

Cosi Jx dr(a-+bx ) 0 Ji d>(a~hbx ) 

*' t 

. . r — 1 fu 

si riducono n f x d,:(a-\-br ) . 

io^3. Se i' sia numero intero negativo si operi come so- 
pra ( 1021 ).' 

integrazione dei Rotti differenziali razionali . 

i 02 <. Suppongo^- un rotto razionale , ed il maggiore 

esponente di x in P almeno di un’ unità minore che in Q , 
condizione che può sempre ottenersi con la divisione : cosi 

xidx xd v a rdx . , ., , 

— , la cui seconda parte è quale 1 ab- 

a-’rbx^ b b(a-¥b 3) 

P dr 

Liamo supposta per . Ora i.° sia Q=(r— f)(x — g)(.r — k) 

ec., prodotto di più fattori di primo grado reali ed ineguali. 

P dx A dr B dr D d r . . 

Faccio = 1 1 t-ec., e per determinare 1 coct- 

Q x ~f X ~B x ~ k 

B D R 

fidenti pongo (r — g)(x — k) ec. =S , 1 7 -4- ec- =— , 

r ° ' x — g x—k 6 

P P A R 

onde— = - 7 = f — . Dunque R(.r— /)=P — AS, e se si 

Q ( x f ® • 

faccia x"= f, e sieno IVI, T ciò che allora divengono P, S; avremo 

M 

A = — . Nel modo stesso fatte S'=(x — f) (x — k) ec. , S"=* 
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( r ~fX x ~g) e«.. e supposto che M\ T', T*' ec. sieno ciò 

che divengono P, S', P, S", ec. allorché vi si cangi x in g , irì 
, M' M" 

k ec.j avremo D=^ , D=— , ec. Intanto poiché A , B , ec, 

, sAdr s> B dx 

non contengono x, sarà / ==A/(x— /)(g48. 2 0 ), / =* 

J x—f J x—g 

„„ r Vdx 

bl(x~g), ec.; e J — = A/(x — /)-t-B/(x— g)-t-ec.-f/C. 

Esempio . Si voglia integrare dy ss — . Faccio 

(u a — x a )x 

dx Adx Bdx D dx 

• 110 du " ( i u6 ‘ p = I « 

S'=sx(a-t-x), S"s=a(a — x), e dovrò porre .r=o in P,S, x=a in 
P,S', x — — o in P,S''. Dunque M = M'=M"= 1 , T=« 2 , T'=a« a , 


fj 1 »» 

dy= 




M 1 M' 1 M" . 1 

= — 2 a 1 , ed A— — — — , B=. — = - — , D = Perciò 

T à 1 T' 2« 3 T" 2 « a 0 

dx dx de l.r l(a—x ) lia-yr') 

— — h— ' ■} onde 7=— — — — 

arx 2u a (a — x) 2a 2 (a-t-x) , 

,rC , * 

. Si troverà pure / - 
-/ a 


2 a 4 


dx 


* ,C(a-kr) 

■ < • ' ' '• 


a a o a V(“ a — x 1 ) 

2 0 Oltre i fattori ineguali x—f, x—g , ec. abbia Q urt 
numero m di fattori reali eguali espressi da (x—a) m . Pongo 


P dx A dx B dx 

77- “ >■+ l ‘ cc - 

Q x-/ x-g 


A'dx 


A"dx 


+ 


■ -+ec...-t~ 


a"V 


. m tn- . _ _ 

(x— a) (x— a) 

e determinati come sopra A , B , ec. faccio (x— f)[x — gj 

„ AB R P P A' 

ec. = S, -h hec. = -, e perciò — = — • 1- 

x—f x—g b Q m -m 

J 6 V (x-a) S (x-^ 

A" R R m P 

b ec«H*“7 • Dunque --(x—a) =— — A' — A"(x — a)— 

tu— 1 S 3 3 

(X-a) 

A"'(x — a) a — ec. , e se in quest’ equazione e nei differenziali 
• . simo 

di essa fino ali’ ordine m si faccia x=a , e si suppongano 

M' M" IV)' - ' . P /P-\ /PV 

x 7 '’ T^ ec,cl0 cha dlV8n 8 #no allora-, di - ì.dr t <M - l.ad*. 3 
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M’ M" M'" 

*c., avremo A'=s—, A”= —, A' =— ( ec., son dunque costanti 


. r A' d. c 
A", co.} perciò J — =A J 1 dx{x— a) 


-m 






A' 




A"// ! 


■ eC'i 


ni — i J tu — i m — i 

(ni— i)(x— a) (x— a) (m — 2)(— a) 

/ A'^dx («7») Adr 

=A /(Jf — a), integrali, che uniti a quelli di , 

x— a a - —/ 

Bdv * -, , 

, ec. daranno il valore cercalo di 

x—g 

• . . (.J 3 4 i 3 4 lWr 

Esempio , Sia dys= — ^ — — . Decompongo questa 

Ad,r A'dr A "dx b'dx B "dv 

frazione in K t, - * -+. *-t > sarà intanto 

x (r~i) a x—t (c-f i) a ,r-i-i 

P=z 3 -Ha: a -+-2 , e per determinare A , fatto (io?4- i.°) S=(r — 
i) a (,r-t- i) a ed x—o in P ed S , troveremo M=a , T= i ed 

A — i . Per determinare A' ed A", avremo S = a ( x -t- i ) a , 

s= »<».+ . p ‘Vj f~ • * '"" rhé “= '• 

M’ ' M" 3 

fatto yai , si otterrà ---= 1=5 A\ — = • -.«A". Finalmente 

1 1 4 

P ?3 Kr a_i., /i>\ 

per B', B" avremo S=u(x— i) a , -= , ci - 1 : dx~ 

s x(s— »;•» \ ) 

4 — ( 3 1 — 1- i 1 (.v a -+- 2 ) M' 1 

, a= -1, onde posto x=—i, sarà — - - --B', 

M'' 5 a dx dx 3 dr dv 

— = -• -=B . Dunque dy= — -f- 


.r (c — i) a 4 (t— 1) 2( <-*-»)* 

* 5 .. 1 5 

—/(x—t- 1) • 


T" 4 
5 dx 

77 — : — ;* ed y=ilx — -/(x— »)- 1 

4(x-t-i) x— 1 4' aji-i-1) 4 

3 .° Sieno in Q dei fattori immaginnrj . Esprimendosi uno 
di essi con x -t - a -+ b*J — 1 , ve ne sarà un altro della forma 
x—ra — b*J — 1 . Dunque il loro prodotto x^-yiax— |-ò a -f-a a , o 
per brevità x 2 -+mx-+n , sarà un fattor reale di Q . Si faccia 
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*= •• allora x*-bmx-+n diverrà | ( s a — /n a ~^n ) o più 

brevemente £ ( z* -f- ò a ) j e supposto tf il numero dei fat- 
tori di (,),// la massima dimensione di .r in P , il auto 
q — v — i . 

2 ? . . P ’dz 

-, e dovi a integrarsi . Perciò 


Pdr . 

si caugerà in 


Q' 


opereremo come sopì a rapporto ai valori reali di Q', e quanto 

Az -4- B 


a z A •+ 


b* , supponendo che 


z J H-6 a 


ne sia il corrispondente 


rotto parziale , porremo Q' z= ( z a -f b 1 ) S f 
Az-r-B K 


P' 


P' 


Q' {z*-+b‘)$ 


- ~ t - " » dal che si ha ”(s a -j-ò a ) =— — As— B , e se fatto 
• i 5 5 S 

z— ± /y — i sieno M±N/y/— I , T±U V / — i i valori , che 

prendono P' ed S , avremo le due equazioni ±A b*J — i-t-B=s 

M-tNV-* , , NT— MU 

» ohe sottratte e sommate danno A= , 

’i dfc Ly — « i(T a -+-U a ) * 

IVI P-r-Ml 

B — - - ^ ■ i ove N, U dovranno considerarsi come positivi 

se il termine immaginario in P', S sarà preceduto dal segno ±, 
come negativi se sarà preceduto dal 4 .. Determinati A, B sarà 

/ A;-(-ll)rfi ✓* zdz B '( f i 1 \ 

A J z^&'+ZJ T ^-+-'J-(948.a. 0 9 5t.V) 

i B z 

•?A!(z i -+b , )-b -are. tane- 

* /l /» 


b c b 
Esempio . Sia tfj- 


Hr 


, . , ove il fattore 

X(l-t--) a (l H-x-t-., a ) 

i-f-x-r-r* è il prodotto dei due immaginari u-i 3 . 

. z — i 

Poiché dunque , porremo , il che daià dj — 

2 

I (ùlz ; dz 

(.-■.)(s-.H»y D< ”" p "“ 4 Mcp “ " (,-x«-v.n:q s)- 

Sarà dunque P'=i,e relativamente al iatUre z—i avremo 

P' i ' . 

S=(z— v- i) a (i a -r5) , onde - = • l’atto a=i, saia 

ò (zH-i) (z-~t-ji 
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i;5 

i dz 

(1. ) Mai, T— if>, A= — , * il rotto corrispondente. 

tij itì^Z — i) 

Per il fattore ( z -+- i )■* avremo S = ( z — i ) ( z a -t- 5 ) , onde 
P' ’ . /P'\ , -5^-u,z_5 

— — : rr~r . — ;r > af — I :az ~, — , e lutto s— — i, 

Si (z— , X^-t-5) \ h / (z-i^z’-t-ó)»’ 

dz 

avremo (a. ) A'— — £ = A", d' onde i due rotti — : , 

8 . C(i-t-i) a 

' </z 

— — • 11 fattore z a -t -5 darà b=lz — i )( j 4 i ) , che latto 

■r 8(sH-|) ' \ t * 

■?— — 1 > diverrà — 4-f : 4\/^V’ — 1 • Dunque ( 3 .°) W=i , 
N=o, '1 — — 4 , U = — 4 y 5 , ed A =: ? — — B, d'onde il rotto 

(z — i )dz dz 2 dz idi (i — iWj 

• Perciò 1 , ed iute* 

I Ò(z*- 4-3) 17 z-1 (zn-ija z a -t -3 

grando, v=/ L- ? 

(z-Mf 

jV( rJ + r 4') • l 


5 ) a i z 

H Z arc - L aft & — i“fr* 

• 5 “f - 1 /y/ 5 «y/ -j 




a r_t- 1 

P- — • — -aic.laug — -rC . 


•*'-+» yó V j 

4- Infine abbia Q un numero w* di fattori della forma 
x*-+-mx-bn eguali tra loro, (. L *- r nix-\-n) m ne saia il prodotto, 

i • • z — m 

che t cangiato come aopra x in — ■ , darà luogo ai fattore 

2. 

(s^- 4-6 3 ) in Q • Operando dunque nel modo già stabilito quan- 
to ai rimanenti , dovrà per rapporto a quest ultimo porsi 
-, , a mo * ? ’ dz ? ' dz (AzH-BV/5 (AWB>/* 

Q_(s-f J ,e Q' _ (z a -t-h a )'“i> _ ' (z-*-r-fi a ) /B H "(z J -t-t- a j"‘-' -+ ' 
(A"z-r-B")</z Hrfz R , « P' 

(lM^ a >'~ ec * ed avremo - Ai- B- 

(A'z-fB') (z a -t-ó 2 ) — (A"z-t-B") (z a -t-6 a J > — ec. Ora se in questa 

• . . ,. cr . simo 

equazione e nei suoi dmerenziali fino all’ ordine m , si faccia 


z=x -r b*J — I , e si suppongano ; 


MlNV-i M'±NV-‘ 


M"±N'V-« 


T±UV-< * T ’±UV-i * 


T"zfcL)'y-i 

d a (i) : ^z a ,ec 


, ec. i valori che prenderanno allora 


P' /P'\ 

rvr 


\ 


avremo 
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H +N V—, .. 

T iU v _,~ B±A V— t 

M' ±NV-i 

T ^UV- ■ r ’ A * 2è V - < (B' ± A 'b V- . ) 

M"±N'V-« , , . 

u\ 7 — T ^ — i — A"^.^/ — '),ec-, e di qui 


T"± 

A = 


A* =- 


A": 


NT-- MU 
A(T a -+U a ) 

M'T'h-N'U' 2 A 

aA 3 ( r' a -t-U' a ) 

N"T"~M"U" 5 A' 


a 9 ^T'^U'«) » 9 A* 


B = 
B' = 
B" = - 


MT-t-NU 
T 9 -+ U a 
N’T’- M'U* 
aò(l'M-U*) 
M''T"h- N"U" B' 


ec. 


Determinati cosi i coefficienti e venendo all’ integrazione 

.... . P’d* . . , 

osserveremo, che i rotti parziali, in cui — ■ si e decomposto, 

(r* — n 

*0n generalmente delle due forme A v 1 zdz ( z a -+• ò a ~) , 

(r) — zi * > 

B dz{ s 3 -f £i a ) , e che perciò i primi sono integrabili in parte 

algebricamente (949), e in parte per logaritmi (948- 3 .°) > i se- 
condi posson ridursi a (1020. 1022) ; cioè possono inte- 

z a -t-6 a . 

grarsi in par^e algebricamente, e in parte per archi di circolo : 
dunque con questi mezzi si avrà 1’ integrale del dato rotto , 


mo dy 


E,. Si, d, = , 

jc'\x— l)(l a -t-X-fl)'t 

5t2(z-t-5)rfz 


Z — I 

. Posto ar= , avre- 


- , c dovrà integrarsi il rotto 


(e— 3 )(z— if(z a H- 5)4 

(z-t- 5 Vz . . , 

Applicati i metodi dell’articolo 1. e 2. 


(* — 5)(z— i) a (s?-+3}4 * 
di questo numero per i fattori z — 5 , (z — i) a , si avranno i tre 
dz 4 dz fidi 


retti 


2y.bia(;— 5)’ 5i2(z— r) a ’ 5|2 (z— 1 ) 


. Per il fattore 
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v P’ «h- 5 /P'\ — 3z a -6z-+>4 

{z’-+-3)4, verrà , ^ j Z ~(z - 5) a (z- »)*’ 


(s— 3)(z- 

^ p, \ . 2dz , = y -*- » ,a - 8?z , rf 3/n : 2 . 3d2 3 = 

^Vsj (*-5)3(*-.)* \sj 

-4^-,ar3-y 2 o4z 2 -5 88zH-_5a8 ^ t0 , = ± VV - •, 

M=3, M'=5, M"=si, M'"=5j N=\/ 5 > N‘s=— V5. N"=— *J\ 
N"'= 2 3V3 i T=^ .5, T' — 8 , T”= — 6 , T’"=()6 ; U=4V3» 
D'= — 8^3 i U"=-V3 , U"'=— g6v3 ; d’ onde , per essere 

5=^3, A=o , A'= — 


— , A"= A' 

3.8 ’ 3.96’ 


_LL_. n = L 

3.5 7 6’ 4 


■ .Dunque dy 


/ dz 

=5i 2 ( — 

\ 5.7.012(2 


2(5 3) 
(22 — 3 )dz (i4z — 3)dz 


1 R" — B”'= — • 

2.8 2 90 . 4 - 37 <> 

4rfz 5 dz dz 

012(2 — i) a ~^ 5 i 2 (z— i} H '4(z a -+3) i » 48(z a -+-5)3 576 (z a H- 3 ) a 

(68zH-«5)dz\ 50 z 1 

\r — 7 3 -V ' I. ed y=~— -arc.tang— -+— /(z— o)h-5/(z— 1 )— 
6 9 i2(z 3 -+3)y V3 27 

68 a 4 8z(5z4-f4oz a -h99) 4( z ‘* - t _ 3zH-4) 4(*-+- ! 4) 

37 ^*”*" 27(z a H-3)3 3(z a -+3) a ""*"g(z a -t-5) 

58 aar-i-i 1 , . . 68 „ a 

■ —are. tane 1 - /a(x— 1 )H-5f2.r— — /4(x a H-XH - 1 IH- — I- 

27^3 V 5 27 ’ 27 v ' x 

(2 »'H- 1 )( 5 (?.i-f 1 ) 4 -+ 4°(2 »H- 1 ) a H-9g) (22'H- 1 ) 3 h- 5 (ax h- i)h -4 

' f 3-4(- a H-xH-i) a 

2TH- l5 
9 (c a H-XH-l)' 


Dunque ogni differenziale frazionario e razionale a' integra 

0 algebricamente o per logaritmi o per archi di circolo . La 
difficoltà consiste nel trovare i fattori di Q, difetto piuttosto 
dell’ Algebra, che del metodo d' integrazione . Notiamo alcuni 
casi, in cui un rotto radicale può rendersi razionale. 

3 

_ c . , (V x H’XV’x-M 9 y.c . . 

ioa5. Sia dym; - : ridotti 1 radicali allo 

xn-^/.r 

12 

stesso grado (149), e fatto x=z , onde x=s'\ dx=t 2 z"dz, 

1 radicali spariscono . 

Marie P. Ih 12 
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dxJ{\-\-xfy _ < „ , 

1026. Sia anche <(?'= - — . Posto i -t- *4 — p*x , e 


»— a-l 


p3_ H ^( p 4 — /) p^y/ip^ — / i) — f'r - * — 4. 

di qui * 3 /— od .rV(P 4 ~ 4)= J 

1 J 


4-P 4 -PV(^ = -xV(^- 4 ) ; 


A. 0 1 — jr4 = ■* — p 3 

. „ , */> 4 > -, 

5 - ‘ ir =^= .-»♦ ■' r > - 4 


^:fl-+-az 


Sia parimente dy — d.r .%/ ( ± a 3 T -i' a ) , *• faccia ( 268 ) 

* 

= V 

\azdz 


fx*+a)(±a+x) i-fa , . 

, .a 3- -a — O = i— — -=z À . onde x = 

* 0 ~ < (:±a^x) 2 ±a+X 


, d x-- 


(z 2 ± l)‘ 




0,(1 z 


; dunque dy z= 


z *± 1 

±8 aPz'dz f orm ula col segno -+• s' integra, come si è detto 

(z 2 ± 1)^ 

(1020. 1022), e sostituito il valor di z , si trova fdxy/ià 1 — x 3 )= 
^x,J(ci 1 —x' > )-+a ì arc.tang‘^ — --+-C. La formula col segno — 
si integra al solito ( < 024.2.°), e sostituito il valor di s ( osservando 
che ~ »i ha fdx</(x> - a 2 ) = 


z — 1 z*— 1 


X\J (r 2 — a 2 ) a 3 3t-4-^/(x a — a 2 ) 1 

a 

Se d/= 

2 dz 


2 a 

dx 


« —x . • 

— ; fatto z 2 = , si troverà dy~- 

(a-|-ó.r)^/(i — J!' 3 ) »H-x 


. Dunque nel caso di a>b, divisi i due termini 


a-+b-¥{a—b)z 
del rotto per a — b, sarà ( 102.4. 3* e ) y 


-are. tang z X 


/ 


’a — b 


a-+h y(« a — A 9 ) 

2 zy^a 2 — A 2 ) 
‘o 


V (a 2 ~A 2 ) 

^ /(«— •'),(«— b) 

lane - 4 / — ; -, o ancora — 

v ( 1 — i-a )(#— 


Vi «'■*— A 2 ) 


-are. tang 


a -¥b — z 2 (a — A) 




2 j(l— ■* 3 )(« 3 — A’*ì ... /“ - 

‘g ; eiacche, posto 2 are tangz 4 > ;= 

(aH,6)(i-t---)-(.r-*)(i-a) b 1 e V a-t-A 


■are. tang x 

Aj — b 
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. . , stanga •>.z^/(a*—tP L ) 

SO), SI ha /ang2W=((?4i. <<>• ) — = - — T, T. ;> 2W= 

t —tan^ 1 ^ a-r-b — z\a — b ) 

2*v( fla — A a ) 


are. tang 


a-i-b— z a (« — Z>) 


avremo 


tang A u> a-rb — z a (a — b) 

Se poi a<6, fatta la divisione per b—a , 
^{b" 1 - a a )-t-z(A — a) I 


V(A a -a a ) \/(b‘ À — a a ) — z(b— a) y/{b*— o a ) ~ 

> s/[h*— a a )(»-t-x)-4-(A— «V(|— a) 

V (/>'■* - a a )( i -+:r) - (b- a )v\ > — -Q‘ 

1027. Se i fattori del radicale sono immaginar), come dy= 


a -+-c a 


± 1 


pongo ^ a -+-c a — Q , e fatto nella nota formula 


(268. 3.*) a= 1 , A —11 , sarà x=- 


2U 


, u«=x-t- v '(a a -t-c a ) , 


u a -+-c a dii — i 

y'(j. a r 4-c a )= , d< = — Yu a -4- c a ) ; onde dy = u du (a 2 -4- 

21/ 2a a ' 

'±', ‘ + 1 • , , . d«(a a -t-c a ) a 

c ) (au) » cloe co ' 8e 6 no sopra, djr=r 




udii c\iu c'+da iA — c4 c a u4 — c4 

1 j — ed y = C -i — — f —iti i ma 

4 2 u 4 1;3 ^ 8a a 3 


8u a 


/a a — c a \/u a — J-c a \ x a? 

( )( l^r— ^(r’-t-c 2 ); dunque i j =C-t-—/v/(< a -rc a )-4- 

\ 4“ A / 2 . 2 

c a . d« 

— I ( ^ ( x a -+ c a )-+x ) . Col segno di sotto , dy= — , ed y— 
2 , u 

lCW(>*-yc*)-+x). 


Metodi d' integrar per Serie. 

1028 Quando un differenziale non ammette integrazione • 
esatta, si ricorre alle approssimazioni , e le serie sono allora 
1’ ultimo compenso . Infatti riducendo in serie una funzione X 
deila variabile x, si ha una serie di termini monomj, i cui integrali 
riuniti danno un valore approssimato di J"Xdx , Per esempio, 
dx dx xdx 
a -f-x a »a 2 

x C 

—-5 — ec. -1- C = (4«3) /(1-4-- )-t-ZC=/-(a-4 -x)=iC(a -t-x ). 
za 3 a a 


x*dx 


/ dx x x a 

"a 

a-t-x a sa 2 


* 
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Cosi si ha dr= •^—=dx—x’ 1 dx-x r x^dx—x^dx-x-ec. ( 3 ^ 9)5 
1 -bx a 
3 ^5 3 t 7 

cd^ s=x b- t-ec .—orc.tangx ( 658 . 86 .® 951, 3 .°). 

3 5 7 


Cosi dy = 


dx 


V(«-x a )' 


=dx(t — 3 


. 5 x 4 


*=dx( iH b 

' 2 2.4 

.5.5ji® . ix^ i.5x^ 1 -3.5 jf 7 

b ec.) (178); ed j=?xh — -H -h — -b ec. = 


a .5 2.4.5 2.4.6-7 


2 46 

arc.senx ( 655 . 80. °). 

1029. Bastino questi esempj j ma il seguente Metodo di 
integrar per parti dà delle serie più convergenti. 

La formula Xx= J'Xdx-hJ'.tdX dà J'Xdx=Xx—J'xdX. 
Sia dX^X'dx -, dunque J~xdX = fX'xdx ; e fatto xdx=dz, 

onde-^c, sarà fX'dz = X‘t—fzdX , =lfX , ix*~fx 9 dX’)+ 

Sia dX'=X"dxi dunque J~ x a dX'= J"X"x a dx, e fatto x*dx=dz, 

j /3 

onde — = ?, sarà fX"dz=X"z-fzdX"=i{X"^~fx*dX"), 
ec. Sostituendo questi valori nella prima espressione si troverà 
/Xdx=Xx— -X'-b^X''- — X"'^-^-X' T -ec., ovvero 

dX ddX dX' 

supposta dx costante, onde , — =X', *=dX’, = X"= 

dx dx dx 

ddX . „ xMX x*ddX x\dddX 

— - ec., si avra CXdx=zXx 1 „-b ec. 

dx -* J 2 .dx 2.3dx a 2.5.4d.^ 

m — 1 dX 

f onde ~m(m — i)(a-b 

dx 


jo 3 o. Sia X = ni{a -b x) 


m~ 2 ddX m — 3 

x) , — i)(m— 2)(a-bx.) , ec. Dunque JXdx =, 

m m — 1 , m — 2 

(9Ì9) (a-bxj = C-b»»x(n— bx) •• — i)x a (a-bx) vb 

m rn m m — 1 

ec. Fatto reo, verrà C-« , ed (a-bx) <=a -bmr(a-b») 

. m— 2 

i)r 2 (fl-bx) -ree, 
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ifil 

dX , ddX 

lo 5 i. Sia X=za x la, — =>A, -~=a x fia ec., il che dà 

dr • d. c a 

jrXrf* = ( 9 a 5 . 5 .°) a*=C-W**x/a(i- 5 * 7 a -+ ^xV« — ec. ) . 

Sia x=o, si avrà C=», ed a*= 1 -+a*x/a(i — Ax/u-t-ec.); divi* 
derido per a x , verrà i=a *-t-x/a(i — Ar 7 a- 4 -ec). Dunque u x -== 
i — r/a(i-ir/fl-f- ec.) , e supposta a positiva , le sue potente 

* _ j'Pa ti , 

impari cangian segno, ed a x — i-t-x/a-f *-ec. (409)* 

integrazione delle funzioni Differenziali Logaritmiche 
ed Esponenziali . 

ioSai Vogliasi fXdxl H x. Posto lx=y t e successivamente 
Xdx—dz , zdy=du , udy=dt , Idy—ds , ec. , 1 ’ integrazione 

n n n — 1 n — 2 

per parti (1029) dàfXdxl x=y z — ny — i)y X 

n — 3 n „ «— I /»dx . 

t—n(n — i)(n— 2)/ s-+ec.=l xfXdx—^nl x I — fXdx+ 

•J OC 

n— 2 /idr sdx „„ . . 3 

Vi(n — \)l x J — - y — _fXdx — n(n — ì)(n — a)i X 

r — J"Xdx-fec. Così se/r- 5 ,X=x 4 , verrà fXdx =■ 


ar J /-tìtx .r-’ . » * - oi-x otx u 

5* / -/Xdx=-,ec.,e/a 4 d.rAr=^(/- , 'x 

io 33 . Se n sia negativa , fatto lx=y , e successivamente 
d(Xx) = X'dx , d(X.'x)=X"dx , ec. , vel-rà dx=xdy , c con lo 

. pXd.r fXrdy X 

stesso metodo si avrà / / - = — - — • — [A -4 

J n J n n-i 

l x y (n—\)l x 

(n — 1) 

X jfr 

n ~ 2 ' (n — 2 )(n — 3 ) ' ' (n — 1 )(/« — 2 ).... 3 .l- , h' 

Così se n =3 ed X=2x(/x — I), si ha X'=2x(2 Ix — 1), X"= 


5Px 6 Ix 6 


X'ix 


X"Px 


-t- ec. ) H * - — / 

(n — i)(« — 2 ). ... 2 . \J 


8 xfx. 


•*/ 


2 xdx(lx — 1 ) — x 


fix 


ìPx 


(2Xlx— IV -+■ %xlx ( 2 1 X— I ) ) -h 


, /*8 xdxlx x’ 

a f l ir~ = ^ c ‘ 
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io34* Debba ora integrarsi a^Xdx . Posto a %X djc=zdz 9 


mjc 


a 

onde — — =* (9^5. 3.°), e fatto successivamente dX^X'dx - 
mia * 

i -, 

dX' = X"dx , ec. , verrà col metodo stesso , fa Xdx= 


mx t n ) 

a , v X’ X" ; 

• — — (X— 1 ± 

mia mia nPPa 


n n 

mia 


) , ove il segno di sopra é 


per n pan , ed n è determinata da X n =Costante . Cosi se 
m= 5, ed X=5..\ 2 (x7a-}-i), si ha X'=5x(3./7a-i-2), \."=(i(Z:vla~r i }, 
X'" = iBla = C , onde n = 5 , e J~5a^ x z' 3 dx ( xla -(-i ) - 

5,/.(3x/aH-a) 6(3.Won- 1) «f ila , 

— • . 


—{5 x a (r/a-M)- 


5 fa 


H- 


9 Pa 


ay' 3 a ' r 


__ _ r»x 

ioi>5. Dunque J e Xdx: 


mx 

e X' 

(X K 

tu tn 


x (,l) 

• ± ). Così 


con m= 2 , ed X— 2(a— *){a — x— i), verrà X'=2(2.r— 2a-+i), 
X" =s 4 = C , onde n= 2 , e f zé** ( a — x ) ( a — x — i )dx— 
e 3 * 

• — (2(a— x)(a— x— i) — 2X-h2a)=e aX (a— x) 2 -+C. 


io36. Troveremo egualmente (io5i) ~ 

ytrdx fx?dx r e x d;r ,r a 

la J ~x“~ J H-ec. Onde J — — -=C-+/x-t-x-i-— -H-ec.i 


e_se e —z, si avra 
* dz 


* & 


— f — — — 

2.2 3 . 2.5 


-ree.; e poiché 


/ dz , v Mz ^ dz 

— -^(924)=^, sarà J — =/2. —^—fzdy—zy— fjdz= 

zllz-fllzdz , e J'llzdz=zllz — f — = siVs — C — llz—lz— ec. 

•V lz 
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Integrazione delle funzioni differenziali , ove entrano 
Soni, Coseni, cc. 

1037. Poiché ($26)J'dxcosx=sen x, e f dx senx= — cosx , 

> rx senny cosny n 

«ara J dycosnya — - — ,ej dy senny =— -, J dz cos z sen za 


n 


n 


«H-i n-4- 1 

sen z cos z 

, e J dz sen z cos z «= — . Similmente 

n-)-i n-t-i 

fdy seny cos aj = ( 646 ) */ dy sen(a-+i)y— dy sen(a —, 1 )y=— 
COs{a-y 1 )y cos(a — 1 }y 

; : — (- — -, . Sarebbe Io stesso per dxsenxsenax, 

2(a-+i) 2(0—1) 1 * 

dx cos x cos ax , ec. , e si tratterebbe colla stessa facilita 

dxsenxsenax cos bx\, ec. , riduceudo questi prodotti a seni o 

coseni se molici . 

A 

lo 58 . Vogliasi ' f dx seri x. Fatto senx=y, ondedx=dfX 

— è- < 11 n — - 

{»— J 2 ) a , riduco (1020) jdxsen x=fy dy{ 1 — y 2 ) a o a 

S 1 — J' 2 ) a = arc.se/iyMx se n é pari, o a J~ydy( 1 —y 2 ) a = — 

, . . . n 

cosx se n e impari, e restituiti quindi i valori, ho fdxsen x= 


co*. 


! sen 


.H seri 

n — 2 


x-i- 


(n — ilf/i — 31 n— 5 


-rea x-ì ec.) 


(a— a)(« — 4) 

( n — 1 ) ( n — 5 ) .... 1 . n . 

; : se ( presi termini ) se n è pari , e 

n(n — 2).... 2 r 2 ' r • 

(n— 0 (n— 3) ...2 n — 1 

cosx ( presi termini ) se n è impari. 

ri(n — 2 )....i 2 r 

z- , r . « „ cor.r K 5 5.3 5.3.i 

C« 05 i j x — C — —■ - (serfijc— \-—sen?x-ì x* ; 

b 4 4*2 6.4-2 

rj <; r- cof.r 4rea a x 4.2 

c Jdxsen x— C — - — (senix-i _ 1 ).Facendox=go — y , 

, o 3 3. j 

e per conseguenza dx— — dy, senx—cosy , cos x — seny , avre- 
mo il valor di — J ~ dy cos n y, e si troverà per esempio r/pcor^:» 

„ • , r 5' 5.3 % 5.3.1 

C-f-seny^cosy-y-oosiy-i— cosy)-+- y, e fdycos 5 y=C-y 

0 4 4.2 6 . 4-2 

seny 4 4.2 
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io5j). Vogliasi anche f dy sen ycos n y. Fatto cosyzzx, Onde 

— 4 . . rn n 

dy — — dx [ i — r a ) a , riduco (1020 ) J dy sen y coi y = — ■ 

. n — 1 m • — 1 m 

fx d ./ ( 1 — x x ) 1 o a — fdx{i — x 7 ) a = f dysen y «e n é 

m t sen rn ~ y 

pari, o a — fxdxli — » a ) 2 = te a é impari , e re- 

tti— 1- 1 

. , rn n sen<n+iy n — 1 

stituiti 1 valori, ho J dysen ycos ^=Ch (cos y - f 

m-t-n 

(rt-i)cor» 3 y (n-i)(n- 5 )cos n — & y (n — i)(/t — 5)...i 

{• -cc.)~; ■■ ■■..- ■■ y 

— 2 (uì— (/? 2 -f-/j)(/n-+/i- 2 )..m-r 2 

f, m («— iX«--5)...2re«" , + >/ 

J dysen y sen e pari, esce impari -+ - — t 

{m-^n)[m-yn — 2)....m-+i 

presi i termini come sopra (io38). Cosi fdy cos^y sen$y= C-l- 
| icrfiy(cos x y -+j) — C-4-J*en^( | — sen 2 y), 

• 1040. Consideriamo ora i rotti, nei quali entrano seni, ec.j 

f — A— t(6 4 5)= f J J r ,, a „ sir 

J sen y •d ZSC'‘$:ycos*y -/ cr>s À i.v tane * 


COS x ^y ta/ig ~y 

* r dt 

(024. q 3 o). .Fatto j=qo° — z, avremo 2. / — • =—llang( 45 ° — 

J cosz 

-)— — lcot( 46° -f - ) ( 645. fr.° ) = llang 45 °H-- ) (639,^20.°) ; 


s.“ ft^r= t^l=U'„ } =f d ,co, r ,l- fi 

J seny J seny J co 

f d ^ C0Sy ì =c. —lcosy—lsecy=f dytangy-, 5 -° f 
J cosv J < 


l y seny 


co seny 
dy 


cosy 

dy 


seny cosy 


/ ay 
cos x y lo 


-.llang y> 


y Can SJ 

1041 • Posto ciò, cerco / — 1 — . Fatto seny=x , onde 
J sen m y 


dy=*—x dx{x 1 — 1) *, riduco(io2o) J' ■ 


dy 


— 1 — a /i dv 

dx(x x — 1) “ O a —J'xdxlx' 1 — 1) a =r / — r- 2 = — COty(Q3o.2-°) 

J sen x y 


1 


sen m y 
dy 


m— 1 

•fx X 


— — /" d y 

se m è pari , o a — J'dxfjxr*-- 1) 2 = J ~—=ltang±y (1040) 


sen*y 
dy 


seny 


/ d y 
sen y 


1 
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COS 

m 


ÌSY / I 

— i\sen m ' 


m— 2 


t 85 

4) 


•m^l/ U {m — ò)stnm—Zy[rn-~l){m — b)seti m -~Sy 


r-Vec. I 

/ / 


fm— 2 ¥/m— A)...'icoty . m~n . . . 

1 y presi termini, se m e pani e se 


. (m— i)(m— )3...i 

(m — a)(m — 4) •*» . . m ~ 1 . .• n- 

é impari, H- £ -—llangly , presi — — - ternani . E 

v (m — i)(w» — 5)-. .a “ 2 

/ di 
C0S *nZ * 

> ... « dycos m y . , , 

»o44. E dunque facile integrar la formula =— , poiché 

* scn y 

dy cos 2t+iv d(seny) „ k 

se m= 2 k* 4 «, si ha — ' „~( \~sen j) , che , 

seri y seri y 

fatto senyt=.z , diventa z~~Z n dz{\^~z x ) fi integrabile ($ 50 . i°) , 
giacché qui A è un numero intero e positivo. Se m=ak , allora 

~ — ^-.espressione che sviluppata s’integrerà 


seri y 


sen y 


ner mezzo della formula f — r- (1041). Lo stesso sarebbe per 
* J seti y 

/ dy seri" y y* dy v 

cos n r ’ •* ■ 


scn m y cos n y 


/ dy 
— 

a-i-ocoj^ 


. fatto cos r—X, onde dr =■ 


— — — . , avremo f =— f T~CTi T\ 5 < l u ' n< ^ 

^(i— z?) J a-ybeosy (a-yb.r)^( i—x 2 ) 

nel caso di a>b sarà (,026) = jry_ b zf re - ■ tan S 

2V /(,_ r >V« a -fc’) 1 sen r>s / (a a — A 2 ) 

-Li - L^___ — - k arc.tang — 

(a-f-A)(i-Kr) — (a-i-A)( 1 — x) \Z(a ri — b' À ) acosy-yb 


V(a a —A a ) 1 


■arc.sen 


seny^/(a 1 ~IP) 


I acosy-yb 

. are. cos 


a-ybeosy V( aa — A a ) a-ybeosy 


/ dy 1 

7 = 7 .X 

a-ybeosy — 

V(^- aa )(n-^)-(*- a )V(»-- r ) V( ia - aa ) ' 

p/(bya)(t-ycosy)+*y(b-a)(i-cosy) 1 b-ì acosyy\ [IP-a^seny 
n/{bya){iycosy) (A*a)(i-COJ/) y/(A a -a a ) a-t-Acor^ 
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Condizioni d’ integrabilità per le funzioni differenziali di 
qualunque ordine , e con qualunque numero di variabili ; ed 
integrazione di quelle che vi soddisfanno . 


1044. tl differenziale Xdx di primo ordine, e in cui X sia 
funzione della sola x, potendosi o esattamente o per approssi- 
mazione decomporre in terniiui della torma px ni dx , é nell’ uno 
o nell’ altro modo sempre integrabile. Anzi, se dx sia costante, 
con gli stessi due metodi integreremo ancora Xdx’ 1 . Infatti 
posto fXdx=y-*- C, sarà dxf.%.dx= (948. ?..°) fXdx^-y.dx -+• 
Cdx , e nuovamente integrando , J'fXd.d*— ■■ fj-dx-yLx -t-C' . 
Del pari dxffXdx^^f fXdx 3 =dxfydx-fCxdx-+Cdx, e 

G*a 

f f fXdx^= f dx f ydx l-C x— rC”, ec. Così, se X— 

2 


w-H 

àc 

avremo y = 

wiH-I 

m-t-5 

x 

(uh i)(TO-+a)(m-t-3) ’ 
Cr 3 

hC'z-H-C". 

2 


m-+a 


, Jydx = 


(«r-4-i)(»t--i-2) 


j / dxfydx- 
m- 4-3 


e fffx^dx 3 * 


(m-+ i)(m-i-a) m-+5) 


io 45 . Ma se dx non sia costante, o X sia funzione di più 
variabili, poiché allora i differenziali superiori al primo ordine 
nel primo caso, e quelli di qualunque ordine nel secondo risul- 
tano da- più termini legati fra di loro con dei rapporti dipen- 
denti dalle leggi della differenziazione : non ogni espressione 
di tal genere, che sia composta a capriccio, rappresenterà dei 
differenziali esatti ed integrabili; ma quelle sole le quali rispon- 
deranno a delle determinate condizioni, che preme di stabilire. 

E prima di tutto le dimensioni relativamente ai differen- 
ziali delle variabili dovranno per la nota legge degli infinitesimi 
(go 5 . 907) essere in ciascun termine al medesimo grado. Perciò 
un differenziale del primo ordine non conterrà termini con dif- 
ferenziali elevati al di sopra della prima potenza ; e sapendosi 
che e dQ" sono d’un grado stesso ( 956 ), in quelli di secondo 
ordine si troveranno soltanto i differenziali secondi di ciascuna 
variabile, le seconde potenze e i prodotti a due a due dei differenziali 
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primi; in quelli del terzo si avranno i differenziali terzi, i pro- 
dotti dei secondi nei primi, le potenze terze di questi, i prodotti 
delle seconde nelle prime e di questo a tre a tre tra di loroj ec. 

1046. Posto ciò sia una funzione delle variabili x, y, 
e dei loro differenziali fino all’ ordine n con dx costante . Fa- 
dq 

= r, ec., cioè df—pdx, d^y—dpdx— 


dy dp 
cencio — ~p% • — — Q 
dx 19 dx * 


dx 


qdx 3 , d?y=dqdj ^razrdx^, tc., diverrà funzione di x,y,p,q,r, 
ec. , e del solo differenziale dx , che dovrà in tutti i termini 
trovarsi al medesimo grado n . Potià dunque d n C p rappresen- 
tarsi generalmente con fida.' 1 , supposto* j3 funzione delle sole 
quantità finite x, y , p, q, r, ec. , il cui numero dovrà essere 
manifestamente «-+2. 

»o47- Si supponga intanto che |3 dx n provenga da una, due 
o più differenziazioni o di una funzione finita o di una funzio- 
ne differenziale di un ordine comunque minore di « ; e sieno 


n— 7 . 


n— 3 


udx , u'dx , u"dx , ec. i suoi integrali primo, se- 
condo , terzo , ec. Dunque per la possibilità di una , due o 
più integrazioni di fidx n , dovranno verificarsi le equazioni 

, n n — 1 n — 1 n — 7. n— a , n— 5 

jf fòdx —Jidx , fudx cu'dx , fu'dx =u"dx 

ec., o più semplicemente Rdx^du, udx=du', n'dx—du", ec. 
Ora quanto alla prima , differenziando (942) ** l* a 


/ du\ / du\ /dii \ / du\ 

^=*=(_ j u-,(- 


ec. 




/ fPu \ / d^u \ 

| 3 -+| I/— « I Ir H-ec. 

\dpdy ) 1 \dqdy) 


( ( C ^ >U \ ( ^ À “ \ 

\dy) \dxdy)~^\ dy* ) 

\dp) \dxdp) \dydpj \ dy J V dp* J 

\ d, U \dxd<ì) \dydqf \dpdr :) 1 \ Jp ) \ dq* ) 




ec. 


ec. 


cc. 

ec. 
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(t ) lr ‘ 

(?) 
(?) 


tìC. 


(—)**- 

\dxdj) 

f d'u \ 

dx: i 1 dx- 

\ dxdp J 

/ \ 

dj ‘\77Z l ) ix -- 

ec» 


Hi) 


{ cPu \ 


/ d*u \ 
[dydpj 


<Pu 


H * 


y4f 


-(—\dy- 

\djd (/ J 


(■H \) p . 

\ dpdq J r 


\d(]dp) Ji ‘ 
/ du \ ( d*u \ 

(th 


. , . . / d <‘\ / du\ f du\ 

IVla essendo 1 coefficienti I • — 1,1 — I 9 I — I ,-èc* fun- 

\<J W W 

fcioni essi pure delle variabili contenute in u , si ha 


(Pu \ 

Vix-t- 

, dydxj 


”(?)( 

<kaM£)*'( 

/ du\ [ d?u \ / dPu \ 

\ di u ( di i d *7 ^ \ d ¥yJ y 


( cPu \ / tPu \ / ePu \ 

i ? ÌH^ÌH^r-**- 


cPu 
dp a 


)W-i 




\dqdp ) 


\ d pd<ì) 

iPti \ 


df ) 


dej-i-t! a 
dq-+eC‘, 


/ cPu \ l (Pu \ 

dunque, poiché (943. 2 . 0 ) I — - — 1=1 ), fatto per comodo 

\ dnidn J \ dndm / 

( di 3\ fdA fd(ò\ 

— )=N, ( — )=P , ( — 1=0 , ec. , avremo faciImenteN= 
<>/ \dpj \d<// 

dx \ dy J *, \dy) dx \dp) \dp) dx \dq ) 

»o48- Ora se, come abbiamo osservato , in |3 dx- ossia in 
£} le variabili .r, y i p, q , r, ec. si trovano in numero di uh- 2 ,- 
saranno /t-M in udx n — 1 ossia in u : onde , ponendo successi- 
vamente n= i , = 2 , =3, ec. , u sarà funzione soltanto di x, y 
nel primo caso, di x, y, p nel secondo, di x, y, p , q, nel terzoy 

/du\ i 

ec., ed avremo quindi per n= i, P=( — I, N= — dP, ed N— ■ 

\dyj dx 

I / du \ / du\ i . i 

— dP—o ; per n= a, Q = ( — ). P=| — I H — dQ, N= — c/P — 
dx K V \dpj \djJ dx ^ dx 

• • * fdu\ 

• R =U) Q “ 




:oj per n=5, 
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( — \+-l</R, Pfc/— — - -d’R, N= -~d? — -d*(}-+ 
\Jp) dx \d, ) d x dx* dx dx* V 

— i^R, ed N— — dP-\~ — d*Q -xP ft = o , e in generale , 

di i dx d x* dx i 

qualunque siasi il valore di n, N- dP-ì d*Q ,cl 3 R-r- 

M H dx di * v dx* 

~ </iS — ec.=o, formula esprimente la condizione necessaria 

perché possa aver luogo l' equazione fòdx- du, ossia perché possa 
integrarsi una prima volta la funzione /3 dx , o la data a n Q 
differenziale dell’ ordine n . 

1049. Ma perché possa integrarsi una seconda volta e sus- 
sistere ancora 1’ altra equazione udx^=du' t osserveremo che la 
forma di questa equazione ricade in quella della precedente , 
cangiatovi solo /3 in u, ed u in u dunque potrà concludersi la 
condizione per la sussistenza di questa, introducendo gli stessi 
cangiamenti nella formula già trovata per la sussistenza dell’ al- 
tra } il che darà per nuova condizione ( — ) \ 

fdu\ 1 /Hu\ dV ^ dfJ ' 

dj/ZT 3 \ 7r ) ' +CC ' ~ °* Ma dai va,0ri 6 ià tr0vati P er 

P, Q, ec- é facile dedurre che 


(t)= ? 

(- )=Q — -rfR- 
\dp J dx 


-<PS~ec. 


/ du\ ! 

U) =R -J/ S - + ' C - 


• 2 3 

sostituendo adunque si troverà P r- — d * R 

dx x d.-* 




ec. o » condizione necessaria perchè possa integrarsi una se- 
conda volta il proposto differenziale'. 

Con simile raziocinio si troveranno per condizioni d’inte- 
grazioni ulteriori 
3 6 

Q — ~dR~h—~d°S — ec.=:o 
dx J ’ 


dx 7 

10 


^ ^ c ^S-t--£--<f a T—ee.==o, con * e 86 c aflsa * manifesta, 
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io 5 o. Frattanto ai concepirà facilmente, i.° che queste e- 
quazioni eguaglieranno in numero P ordine della proposta; 
che se ol*e x , y si abbiano in le variabili z , 0) , ec. , 

d z dp' dùì ( dp" 

ponendo — —p', —~q, ec., ——p", —~=q " , ec-, sarà Q 

d.V d.r d r rfr ~ 


dx 


funzione di r, y, p , q, ec., z, p', q', ec., u, p", q", cc., e fatto 

P", cc., oltre le stabilite equazioni tra I\, P, Q, ec., dovranno 
sussisterne delle simili fra N', P', Q', ec., N", P'', Q", ec.. In- 
fatti poiché z, cu, ec. sono indipendenti da y , e come costanti 
rapporto a questa variabile, la loro presenza nella funzione non 
distrugge, nò altera le condizioni, che unicamente si riferiscono 
ad y ; e dall’ altro canto se queste si verificano riguardo ad y , 
che insomma non é che una variabile qualunque, debbon dun- 
que verificarsi anche per z, W, ec. 5 .° Perciò le equazioni di 
condizione per ciascun ordine differenziale son tante quante le 
variabili meno la X, il cui differenziale è costante. 4 ° E questo 
numero e le stesse equaz’oni condizionali avran luogo ancor che 
monchi dr , e per conseguenza x nel differenziale proposto ; 
mentre ciò non impedisce, che possa farsi dy=pdv , dp—qd.r , 
ec., ed aversi con tutto il testante . 5 .° Potremo 

perciò usarle anche nel coso di dx variabile o di d n ^> funzione 
della sola r, ponendo x=v, e trattando v al pari delle variabili 
y, z, cc. 6 . c Se n== 1 , e A dx~+ Bel y~A-Odz — r-ec., sarà = A— 

Bp+Cy+ec, N =(^)+' (jj ) ) +eC> ’ N ”(^) + 

— !.+,//_' l+ec., valori che sostituiti con quelli di p, p’, 
\dzj \d z J 

/dB\ /.fB\ 

ec. (.046), di r/P=dB =(- Jb 


\dz-A-ec., e di 


/JC\ 


dV'=dC= (£MS) dy-A f z — cc. nelle equazioni 

N-£-. . {(7 )-(.))" * 

((?)-©)■■— -(©- ( 5 ;)H(S- 
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v (./ 3 -+-* :< ) 


V(j*rb* a 


^<ir-t-ec.=o, ec.; e, per 1* indipendenza delle variabili, 
/dA\ /dB\ /dA\ fdC\ /dB\ /dC\ . . 

UrU) ' (r.rUJ ’ urU> ec - cond,z,onl 

semplicissime e che trovammo anche allrove (943. 2. 0 ). 

io5i. Ma si venga agli esemp* e sia I. d<p:=r(aj a -t-4iz 2 r 2 ) X * 

xdx-^-{——~ -^y^x*)ydy^z'^bA-± ~- ' ) zdz . 

yO^H-z 2 ) V(j -d- z } 

A.ramo (^)-*'3'=(2) • (^)=84« 3 .^) . (£)=-: 

j"z / i/C\ 

;=( — I , e la data espressione é integrabile (io5o). 

V(; U *T \ 4 r/ 

IT. Sia <^3) = — :t (<ir-+«/y) 9 jtf*t( r -4- j ) -4- (adì 7 -4- n.dx:dy-+ 
xd u y)cos(x -+jr) . Avremo ( 1 047) (ò = — .» ( i -4- p) a ren(x -4- y) -4- 
{■ 2 ~b*p-i-(]x)cos(.r-+-} )j onde N= — a ( i-yp)‘ i cos{x-py)— (2-4-2p-4*. 
qr) sen(x -+y ) ; P= — a.<(iH-p) sen (x -+y) -4- 2tos (x -+j-) , 
dP m 

— = — 2x(i-4-p)*cor(x-t-j )— 2(2H-zp-4-9x)se/i(x-i- t y)j Q=xcos x 

sw/Q d 3 Q 

(• r -+-^)* — = - w( « -+p)sen{x-±y)-+icos{x->rj), •— ■ = — x( 1 -4- 
(tr a a -* t 

/>) a coi(» -i-j') — (2-4-3p-t-9.*).fert(.r-4-,> ) • ove è evidente che N — 
dP d'Q 2 dQ 

- — |~- — =0, come pure P =0; e perciò l’espressione data 

dx dx* dx 

è due volte integrabile (1049)* 

III. Sia d 3 Q=ydrd*z-t-xdyd*r-H-xyd 3 z. Dunque (3=q’y-b 

dP 2 dQ 

pqx-hrxy, N=q'-t-r’x', P =q’x, — —r/'-i-r'x, Q=o= — — = 

dx dx 

d'Q 3dR 3 d 3 l\ dP' _ 

^• R = 0 =^ = 1 ^=^’ N '= 0 * P ’=°=^^^ 

idQ' <PQ’ 3dR' „ 

— — =4 p-xiqx, — =3^-4-rr, R'=xy, — — = 3j -4- 3px , 

«j: * d.i A dx 

3cPR' dHV . . 

—-j-^-=6p-t-5qx, -- j =3^-4-r.r. llan dunque luogo le equazioni 

. dP d*Q . d 3 R dP' <PQ' d 3 B' 

n — - — 4- •— — — ° > IN’ 1 ? — o , ma non già 

dx dx 3 dx 3 ’ ' dx dx 2 dx 3 
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le rimanenti P 


aJO 5 d 9 R 2 dQ’ 3 d 2 R' 

— :o, P' -h — = o, ec., onde 


dx dx' 1 ' di dx 1 
il proposto differenziale è una sola volta integrabile (io/jg). 

IV. Sia d 2 £p=6j'd.,i 2 -t- 1 %idxdy-\-'5x' 1 d' i j~>rÌ3Xyd' i x > cangiato 
xin v (io 5 o. 5 .°}, avremo cP^=6ydv a -b i2vdvd < /H-5v 2 d 2 )--t-b'vj d?v t 
e sarà upp’v - J r5qr'*-i-6</'>'j' ; onde N=t>p' 2 -i-69V , 

dP ‘ * 2.dQ d 2 Q 

P=ia p'v, — = 1 29 V-t- 1 ap' a , Q=* 3 v 2 , --j-=i2 p'v, — 6</V+ 


dx 

6p’ 2 , fì'=: i7.pp’-±6<jv-+6(j'y , P' 
2 dQ' 


dx 


dx" 1 

dP’ 


dx 


iip'y-Xilpv , —=24 pp'-+ 
d 2 Q' 

iipv-+i‘ìp , y, =6qv -+ 1 ?pp’+ 


ìzq'y-i-izqv, Q'=s6r^, 

Ut«. **«■ 

dP d 2 Q 

Gq'y : perciò verificandosi le equazioni N— - — 1-— a = 


P- 


:o , 1’ espressione é due 


Mi dp> <* a Q'_ P i * rf Q'_ 

dx ’ dr~* dx* °* dx 
volte integrabile . 

V. Sia d 3 ^p:t 1 •ìdxd 1 c-'r^xd}x = 1 adrd^v-f 4 vd 3 v. Dunque { 3 = 
„ dP , adQ 

I2p9-+-4rv, N=4r, P=i2y, — =iar, Q= iap , — - - = 247 , 

qJC €lJC 

iPQ 3dR Sd’R d3R 

— -iar, R*=4v, — =ti2p, ——=129, — i=4r , valori che 
dx 1 dx da 2 • dx 3 

sostituiti nelle tre prime equazioni di condizione, mostrano che 
la funzione data può tre volte integrarsi. • 

«o 52 . Stabilite in tal guisa le condizioni d’ integrabilità , 
ecco dei facili metodi per integrare la funzione d n C p, quando vi. 
soddisfaccia. Sia in primo luogo n= 1 , e d(p= Adx-t-Bdj'-t-Cdz-f- 
ec.; poiché A dx è il differenziale parziale di <p per x, integran- 
dolo per x avremo tutti termini di ’(p, ove trovasi questa varia- 
bile . Del pari integrando Bd^, Cdz, ec. per y, z, ec., avremo 
tutti quelli con.?'', z, ec- Dunque nella somma totale S di questi 
integrali parziali sarà contenuto interamente Cp, solo che i pro- 
dotti di due o più variabili, dovendo necessariamente far parte 
di più integrali parziali , vi si vedranno tante volte ripetuti , 
quante in ciascun dei termini son le variabili : onde converrà di- 
vidergli per questo numero affinché S rappresenti esattamente.^. 
Dunque per integrare una f unzione differenziale di primo ordine 
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a più variabili, quando soddisfaccia ai eriterj d' integrabilità , • 
dovranno prendersi e quindi sommarsi gl' integrali parziali per 
Ognuna tielle variabili, e dividere i termini della somma ridot- 
ta per il numero delle variabili, che in ciascuno son contenute, 
aggiungendo in fine la consueta costante. Cosi nell’ esempio 1.® 
integrando parzialmente prima per x , poi per y , inline per z, 
e quindi sommando, avremo S— . 2 j a .r a -+ 2 />i a . 

^ 3 -+z$i onde (f ^-*-z^-+C . 

t * 

io55. Sia n=a , e dr costante , cioè <P$= (io45)E«?Jt a H- 
Tdxdy-bGdxdz-+cc.-\r Ilo*j'-l-Là a i-4- cc. , e se ne voglia 1’ in- 
tegrale primo df . Fallo d$ — Adx-+ìidy-i-Cdz-hec . . avremo 

-+fc.- J ,-B.i a /-t-Cr( a z-t-cc. Dunque i ° 11=11, C=L, cc. , cioè i 
cornicienti dei differenziali variabili dy, dz, ec. in dty son gli 
stessi che quelli rii d*y, a^z, cc. in </ a Cp ; onde per aver non 
resta che trovare A , se pur 4x non fosse variabile , poiché in 
tal caso é manifesto , che avremo A dal coeflicientc di dx » 

/*/A\ / ii A \ ( d\ \ 

e di qui I — \ /x-f ( — J /jH-l — j /ifcc. ( —dA ) = E ax-t* 

K -t- cc. , valore che integralo 

( h> 52) detei mina A. Nell* esempio li.® abbiamo E= — x«n(.t-(- 
j )-t-acor( , F= — 2 xsen(x-xj')-i- 2 cos(r-+y) e H=B = 
xcos K x-+x) . Dunque dA= — ar(</.r-4-</y )fe//(,t--^-y)-^-^frco^(z•-^- 
t J')-K < ^ c-+dy)cos( i -+y), A=(952 io5?) x cos[x-^y)-i-sen(x-+y), e 
d^= di cos(c-by )-i-dxsen{ c~by)-\-xdycos{c-i-y}=d( rsen(x- 4-j')). 
Ria nel IV °, ove dx è variabile , dai coefficienti di d a x e d 3 y 
avremo immedialanienle d$=G.ìj dx-+5u 3 dj=d(5x*y). 

io5/ t . Sia m = 5 , e come sopra dx costante , cioè , limi- 
tandoci per semplicità a due sole variabili , d 3 3>*= (ioij5) 
E»/ S J- -f I- dttPy H- 0 d) cPy -+ II// 1 3 H- L da ^dy - 4 - K. dxdy a -+ Irfj' 3 . 
Supponendo che ti a »p = A d^y -+- Bt/a a -+• Cdy* -+ Ddxdje 
ne sia 1’ integrale . avremo differenziando , ei 3 ^ = A <Py H* 

Marie P. II. l3 


■ ec. ( =dA ) =s Edx-x 
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-+%C^dycPy-4- 


/ dD ' 

-I 

\ dx j 


(2)*^(2) 
D y* ,d * -'((£) -'( t y**- D “ n<,u ' 

Dalle tre prime equazioni si hanno i valori di A, C, Dj l’ ultime 
danno — ^dy^dB=Wdx-+Ldy-^-j- ^dj , diffe- 

renziale del i.° ordine , che integrato (io52) , farà conoscer B. 
Nel modo stesso si avranno gl’ integrali degli ordini superiori. 

Integrazione delle equazioni Differenziali. 


Come vi é divario fra i differenziali delle funzioni c quelli 
delle equazioni, così ve ne ha fra i di loro integrali . Per inte- 
grare una funzione è necessario rimontare a quell’ espressione 
finita , la cui differenziazione renda la data . Per integrare un* 
equazione basta che in qualche modo si giunga a determinare il 
rapporto finito delle variabili. Il vocabolo integrazione ha dun- 
que in questo caso un senso molto più esteso , ed equivale in 
somma a soluzione ; nel qual significato le regole che abbiamo 
date per le semplici funzioni non possono esser né sufficienti, 
né sempre applicabili all’ integrazione dell' equazioni. 

io55. Sia 1’ equazione Adxs-Bdjr — a del primo ordine e 
a due sole variabili . Questa s’ integra generalmente i.° se 



o il di lei primo membro é un differenziale esatto 


(io5o) j a. 0 Se possa giungersi a separare 1’ una dall’altra le 
due variabili in modo che A resti funzione della x, B della sola 


y, mentre 


allora 5.° Se si 


trovi un molti- 


plicatore M atto a render ditferenziale esatto il primo membro 
della projfbsta . 

jo56‘. Nel primo caso l’integrazione si riduce a quella del- 
le funzioni, e 1' equazione si chiama integrabile per se stessa , 
e anche reale, denominazione che ritiene del pari tulle le voile 
che può comunque integrarsi. 
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1057. La separazione riesce molto comodamente , ».° se 

Xdx Y'dy 

A=XY, B=X'V, nel qual caso si ha — — — 1 o, equazion 

X Y 1 ■ 

separata; 2. 0 se A, B son funzioni omogenee di x, y allo stesso 

. B 

numero di dimensioni; poiché, fatto x=yz, sarà - una funzione 

A 

Z di z , e si avrà dx-+Zdy=o= zdy-\-ydz-\-Z,dy t e separando, 
dz dy 

2~~ z ~ * ^ os * iflx~^by)ix — , fatto x=yz , 

y 

B — ma — n , dy (az-\-b)dz 

A az-yb j ad*-+(b-m)z-n 4 

zione facile a integrarsi (1024* 4-° 1027). 

1058. Negli altri casi o la separazione è affatto impossibi- 
le, o si esigono dell’ artificiose sostituzioni per ottenerla. D’or- 
dinario si sostituisce con frullo eguagliando ad una nuova varia- 
bile i termini, che ammettono integrazione; ma non vi è regola 
generale per sostituire , e poiché il molto esercizio supplisce in 
questi casi alle regole, porremo qui varj esempj di sostituzioni, 
con cui si giunge a separar le variabili in diverse equazioni del 
primo ordine. 

I. (a-t-bx-+cy)di=(e-+fx-xgy)dy ; supponendo A, B tali, 
che sia a-t-èA-HcB=o=eH-/AH-gB, sì ponga x=tH-A, v y=o-fB, 
avremo, dopo aver sostituito e ridotto, ( bt-i-cu)dt=(ft-ygu)du t 
equazione omogenea. 

II. ( zy-t-x ) dy-^-ydx = ( a-t-x-4-y ) Ydy ; fatto x-\-y=x z , 
viene ydz H- zdy = ( a -4- z ) Y dy ; fatto yz = u , viene du — 

uYdY Y dy do . qdu — udq àYdy 

=a\dy ; fatto — = — , viene - = ; fatto 

y y 9 9 9 

u . àYdy ♦ 

-~p, viene infine dp= . 

9 9 


III. 


(2X a -(- i y a )dxH-xydy 


xdx-t-ydy „ 

- sfatto x 2 -+y % siz i ,vitae 


dz 


aA-i-x^n-dt i a -fy a ) 

z(xdz-xzdx) dz , oPdp 

- - — = — ; fatto zx=p, viene = — . 

x a s a -t-a^ à 1 p a -yaà 2 

IV. (n a — x 1 )dy-t-yxdx= adx*/ (x a -t-y a — a a ); fatto a a — x a = 


— -, onde — xdx-. 


u ydy y À du yàiu 

-, vena — — — adxy/^u*— 1) , che 


ài 


facilmente si separa , 
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Ydy dx dz Y dy 

Y. — - — aY'dv i fatto aY dy— — , viene — =* 

' x* 7 x 7 z a . 3 

x dz — zdx z Ydy dp 

- i fatto — —p, viene — r 

ZX* X Z 1 p 3 

r md.r ndy r 

VI. mydx-ynxdy—y dy ovvero xy( 1 — -) s=y dyi 


x 


J 


m n . cip m p r — i 

fatto mlx-ynly—lp , x y —p, viene — V ~ n —T dy , cioè 

p y 

dp m /i-+/w(r — I ) 

=dyy/y 

m m—l 

t/P A 

■ m dy 

VII. dy- J ry' 1 dx=ax dx . Se m=o , avremo —dx\ 

a—y* 

fé m=— a, fatto y—— , 1’ equazione diverrà omogenea, ed in 
z 

conseguenza separabile (1057. z.°); e può anche divenirlo in un 
Infinità di altri valori di ni, lutti però compresi fra zero e —4. 


— 1 


Infatti ponendo successivamente x=u°>-+- 1, =t , y=- 


(oiH-i)s 

• a 

=* t — < 3 s , avremo le traslormate dz •+ z 2 dt = x 

C "» f » ) a 

— — m — 4 

t f*r+-l dt, dz+z^dt^at dt, le quali essendo simili alla pro- 

posta, ci dicono che se abbia luogo la separazione in uo caso 
qualunque per esempio quando mz=n, deve averlo ancora quando 

n , 

pj = T •, e quandp m=— n — 4 : ma riesce quando /«=o , 

rt-f 1 

dunque usando alternativamente i due valori di m si troverà 
flVep luogo anche nei casi di ni=— 4, = — 4 , = — f, = — 5 . ec., 


ed in generale quando sia rn- 


- 4 * 

2 Idi \ 


, essendo i un numero in- 


tero e positivo . 

m n p q m‘ n* p* q‘ m" n" p" q u 
YHI.ar y dx dy -t-bx y dx dy -+cx y dx dy 

r+ ec, = p , ove per la natura di tali equazioni si ha sempre 

fi -{- q = p' -+<]'= p" - j- q" — ec. : fatto y — z , ella diventa 

q m r(n-hq) q p q q' m' r{n'-±q')-q' p' q' 

X ex z dx dz H-r bx z dx dz -f- 

q n m 1 ' r{n"-¥q")— q" p" 9" 

X f &x dz -+ec.=o ? e sarà omogenea se 
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m -ì-r(n -+q)— q=: m’ -i-r(n' -r(j') - q'=m"-i-r(n''-xq")—q"= ec. 


m — q — m'-\-q' m~q- 


__ 1 1 , 

- 771 H-fl 

=a ec. Cosi 1* equa- 


cioè se r= , _ 

n -+(/' — n — q n"-bq" — n — q 

zione ay i x a dx-+bdx-+cyrdx~i-jxiy^dy=0 dà m = n= a , m'= 


n =o , m ' 


-2. , q — q =9 =o , q =i 
■ i : dunque fatto y—z * , 


_f| . IH / „/! 

: n SS I , 772 — Tj n 

2 2—1 2 — /,-M 

e pero re — — = •= 

— 2 1 — 2 2-1- I — 2 

. — 2 — i , — 4 

si avrà az x‘ 1 dx-+bdx-\-cz xdr — fxxz dz=zo, equazione 

omogenea e perciò integrabile (1067. q.°). Del resto se taluno 

. m — q — m'~\-q' o 

dei rotti , , ec. divenisse -, non se ne farebbe con- 

n'~¥q —n — q o 

to , ciò solamente significando, che qualunque valore di r reni 
de omogenei i termini, d’ onde quel rotto resulta; e se diventa* 
sero S tutti i rotti, o andassero a zero tutti i loro numeratori o 
denominatori, ciò indicherebbe che per separar le variabili non 
vi è bisogno di metodo. 

1 o5q. Si avvertirà infine, che deve riguardarsi come non 
integrabile l’equazione Xdx^Ydy , benché separata, quando 
verun dei due integrali J~Xdx, J'Ydy può aversi algebricamen* 
te : se pur non riesca per oltre vie d' incontrare una qualche 
equazione finita ed algebrica , che soddisfaccia alla proposta e 
che possa dirsene i’ integrale, come in qualche caso succede. Sia 

dx dy 

per esempio — 


dx 


, a cui si riduce 1* altra 

V (u a -+u a ) V( a -+JÌ 
dr 

Moltiplicaiido pef rjr , ed 


\/(o a -HÒx-t-c.r a ) ^/[ip-yby - 1 cy*) 
integrando quindi per parti, si ha yy'^’-Ki 3 )—- •J'dy/^/(a*-+x*)* 
X*/(a' x ~ J ry 1 ) — J'rfxv / (o a -*- i j a ). Ma per la proposta J'dxjq'id 1 -^ 
?*)= f dy ^/(u a -t-2 a ' « dunque yy'(o a -f-.i 2 ) — x v / (a a -t-y a j. 

‘ dv dy • • -a 

Sia — =- * a cui si riducono 

V l.2H-cu a -t-ya4) ^(a-bcy^Jj^) 

dx dy 


tjy a-bbx ■ 
dr 


■ ex - 


■ ej 3 -yfx*) 

dy 


\Z(<i-roy-+ cy*-r ey 3 -+/y l t) 

Si eguagli ciascun membro a 


V( 1 — c 2 ieu J x) >v /( 1 — c' J sen Q y) 

dx 3 dy* 

dt e si concludano le due equazioni = 3 a-ycx*-i-fx 4, -x—z 

dr a J dt * 
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a-f . La lor differenza, postovi x-\-y—p , x — y=q , 

dpdq 

diira — - —cp<J~ì-%/pq(p' i -+(f*), e la somma dei lor differenziali, 

^=^ÌWH. ¥ ,=Sh.K. D-„,ue ^ 


<// 


9 dt a 


<fp a 


q^dl* 


z/pdp, e integrando con d/ costante , ——fp*- t-C. Posti dun- 

q' 2 di* 


dp 


J ->rh4) „ 


que i valori di p, q e — =,v/(a-j-cr 2 -t-/iz 4 ) 
d t 

avremo per l’integrale cercato, ^(a-+cjr a -H/à:i)-^/ V / (a-fcj' a -f- 

/ / 4)=(.r-j)V(C-+-/(x- +7 ) a ). 

1060. Per i casi che non ammettono separazione, reste- 
rebbe il ricorso al moltiplicatore M, di cui abbiamo parlato in 
5 0 luogo (io 55 ) . E realmente può dimostrarsi, che non solo 
questo moltiplicatore ha sempre luogo per rapporto all’ equa- 
zione Adx -+ Bdy = o , ma che possono trovarsi infiniti al- 
tri fattori della forma $'M tutti idonei a rendere integrabile 
la data , quand 1 non lo sia da se stessa . Infatti si ponga 

^ =( — ):( — Y e moltiplicando la proposta per $'M, avre- 

1 } \ d »•/ \d y J 

rro $'M( AdrH-Bdj )=o=$'M^da:-+d^=4>'M^^Jdx: 

«itlferenziale esatto : dal che si può anche concludere , cha 
vgni equazione di primo ordine a due variabili è sempre di sua 
natura integrabile , teorema degno d’ osservazione . Ma frat- 
tanto la difficoltà di risolver 1’ equazione a differenze parziale 
/ dM \ / ./M \ 

Al — 1 — Bl — 1 = 0, che determina M, rende assai poco pra- 
\djJ \dxj 

ticabile , e di quasi niuna risorsa nell’ attuale stato dell’ ana- 
lisi questo metodo d’integrare, se pure o non si presenti M da 
se stesso, o non si usi per ritrovarlo una di quelle solite in- 
dustrie , con le quali non di rado suppliamo tanto felicemente 
alla mancanza delle regole generali. 
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<o6». Si eccettui per altro il caso di ( — -ì funzi 

\djJ \ dx ) 


nzione 


di x sola o di y sola, nel quale può determinarsi M con molta 
facilità. Infatti poiché AMdr-fBMrf/so, deve supporsi inte- 
grabile in forza del moltiplicatore M , sarà dunque (94$. a. 0 ) 

Se il primo membro é funzione della sola x, dovrà esserlo pu- 
re il secondo , e perciò anche M ; onde ( 

\ d J 

dM /dB\ dB 


Ora 


)-(S- 


(942) — — , come pure I — )=— . Dunque sostituendo e ridu- 
dx \ dx J dx 


i/dA\ d B dM 1 y>/dA\dx 

cendo, -( — Idar — - = — e ZM=i-H- / ( 1 — , d* onde 

h\_djr J B M B J y dy J B 

pdy 

il valor cercato di M . Sia per esempio y- v- X=o, ove p 

dx 

ed X son funzioni della sola x. Avremo A =y—X, B=/?, onde 

nix 


/ ax 
7 > 


fattore 


P 

dx 


che rende integrabile la data. Infatti posto — =dz, ella diverrà 

P 

2 'Z Z Z Z 

ye di- re dy~-Xe dz= o , e integrando , ye — J"Xe dz = C, 
fdx *dx 

J p _* c j, Cosi se sia p..,, X=>, 

avremo r=e X {f e X x*dx-+C)= ( I0 35 ) Ce~ X -yz* — a.r h- 2 . 
Si noti che a questa equazione si riducono 1.* pyd.i — dy - - 

. . m-M . m . n . __ m-M 


cioè y= e 


V « . ri f/* ri t. 

Ar dx= o; 2.*py dx—y dy-rlty dx-o$ 3 *pXy 

dx—Xy dy~\rX'y dx= o, col fare —=u nella i y 


m — rl-i- r 


nella a. 4 , ~ = X'' nella 5- a 
A 
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Vi si riduce inoltre la somma delle due serie y = x 1 :p 
3-4 3,6 5.5,8 

! 4: — ; h ec. , poiché differenziando e poi dividendo 

4 4.6 4 -6. 8 

, . , ày 2 dx 5 *dx fdy 

per x 3 , ai ha — ,= +ar-h q: ec. ; dunque / — •,= — 

1 x 3 x a 4 J x 3 

2 X 3 — 2 q ;y . . </)• 

— q; r-4 — q;ec.= , onde differenziando, — = q:xo^--+(2± 

x 4 x x 


</;'/ 1 ± x 2 \ 

j)dr, ™éy-+-{ — j± 3 =ro, cd 
q:r* — i <x /(i±x a ) 


/ rdr 

T± 7 *_ 


M: 


1 ±X 5 


e 

1 ±x a 


(948. a. n ) = V(> ± - i2 )(4o?) 


q:r 


1 rt.x 


y(i±.* a ) 3 


f 1 ±x 9 )rfy3:r.» </.r— axdx . 

( 4,0 ) . Quindi — - — ^,4 =° * e integrando. 


V(| ±x a ) 3 


— C=d-2j perchè x=o dà ) f=o:dunque; =±2v / (i -tx^ + 2. 

V(i±x a ) 

Finalmente dipende da questa stesso equazione 1 * inle- 
ady bd *y sd"r 

graie di V-f- 1 -H- -+— à =X, ove a, b, c, ec. sisup- 

dx d -. 1 dx 

pongun costanti e che dicesi equazione lineare , perché i rotti 

dy d*y d^y . . . 

differenziali — , , — 0 , ec., i cui termini son d‘ un ordine 

dx dx* di 3 

stesso (q35), non vi hanno dimensione veruna. 

10G2. Infatti se 1 * equazione sia di primo ordine , cioè 

adv , , 

n— 1 , avremo y - J - = X , onde p = a costante , cd y = 

dx 


x 

a 


x 


X 


. (J~Xendx-i C) f e mancando X,^=Ce a • 

fi 

1063. Se sia di secondo ordine , ovvero n — 2 , cd y -+• 

ady bcPy d v rtidy . 

— : — , i =X, fatto p— — , ovvero nip— —-=0 ( rn è ìnde- 

dv <G a 1 d‘- de 

terminata), e sommata questa con la data, viene I.,y-t-(a-+m )/>— 

{mdy~ bdpy^ =X, ove suppongo ( giacché 1 * indeterminata m 
dx 
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pio , , 

io permette) che un m della prima parte y~+ (a -*-»») p aia 

l’integrale della seconda mdy — bdp\ dunque y-+( a ■+/»)/’ = 
ho h 

JL f [mdy — bdp)=y ; onde a-fm= , e li. m a -+am-và=o, 

mJ ut tu 

con che avremo m . Fatto ora III. y - 4 - [a -+ m^p = u — y — 

, e perciò du=dy ovvero mdu—mdy—bdp, la I. diverrà 

1 m 


h P 

m 


cheintcgratacidà(io62)IV.«= (J"Xe ,u dx-\-C) 

dx m 

Quindi poiché dalla II. nascono due velori m\ m" di in , che 
posti nella IV . ne danno due u, n" di </, la terza si scioglierà nelle 
due y-t('i-t-r»')p= y-+{a-\-m")p=u", dalle quali si ha la V. 

' - , . . ... 

v — ; : — ' . Si osservi i. che qualora si abbia 

J m'—rn" 

l=—, la III. non darà che una sola equazione, la quale peraltro 

4 

dy . . 

essendo fra y, p ed u, cioè fra r, — ■ ed una funzione di x, può 

dx 

sempre integrarsi (1062): 2. 0 se ni', m" siano immaginar} potrà 

x — 1 ) 

supporsi m--g±b^ ~ 1 (160); onde — = — » e * att ® 


x 

in 


x 




IlT. 


•-s, avremo e =e 


g a -t-A a 
t^.z ^ — 1 


= (650) e (corsqp 


i.senz). 

ady btPy cd^y dy 

1064. Se n =3 ed y-¥— H— --H-— 3 = X, fatto -~—P * 

* ’ dx dx 2 dx 3 dx 

— = : —=o, e perciò — ^,= — , 1’ equazione diverrà y-+ap-+ 
*U a dx 1 1 dJ> dx 

cdq mdy kdp 

bn-y — =X» che sommata con le due mp — — — =«, Kq—-—-o 

• dx _ dx dx 

(Aè una nuova indeterminata ) dà 1 .* y-¥{a-+m'}p~+[b- 1 rk )(] — 

^-{mdy-\-kdp~ c<fy)=X. Frattanto poiché m e A sono indeter- 
dx 
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minate; le suppongo tali che soddisfacciano alle equazioni II.* 
i kp 

y-+(a^m)p=z~f(mdy^kdp) =7-+-— , ili.* ( b H- k ) <7 = — 


m 


m 


— f cdazsz - . La II. a dà a4w=- , e la III.' 1 b-\-k = . 

m m m m 

£ 

Dunque am-fm a =Ar= — b , cioè IV.* m 3 H-am 2 -t-ÒTO-f-c=o, 

m 

equazione che risoluta farà conoscere to , ed in conseguenza 

anche k . Si faccia adesso V." y-\-{a-ym)p->r{b-\-k)q=u , sarà 

1 mdu . mdu 

— ~~(ntdy-+kdp—cdq)= , e quindi la I.* diverrà VI.* u 

dx dx dx 

= X, e di qui u. Ma siccome la IV.* dà tre valori 
di m d’onde se ne ha tre altri k' t k", k di A e questi posti 
nella VI.* ne danno altrettanti a', u", u'" di u ; la V.* dunque 
si scioglierà nelle tre VII.* y-+(a-+m')p-\-(b-{-k')q=u ' , Vili* 
y-+{a-\-m" )p-+[b-x k")q=u' , IX. a y-+-(a-ym'")p-\-{b-¥k"')q-u"', 
per mezzo delie quali eliminando p e q si avrà immediatamen- 
te y dato per u’, u", u"', e dei coefficienti costanti. Che se nel- 
la IV.* si abbiano due soli valori to', to" di m* essendo il terzo 
eguale all’ uno o all’ altro di questi due, si avranno eltresì due 
soli valori w', u" di u, e la V.* sarà risolubile nelle sole VII.* e 
Vili.* per mezzo delle quali eliminando q, si avrà un’equazione 

dy 

tra y t p ed u', u", cioè tra y, — 

dx 

essendo lineare del primo ordine, é perciò sempre integrabile 
{1062). Se poi tutti i tre valori di m dati dalla IV.*sieno egua- 
li, non si cangerà in modo alcuno la V.® Ma siccome questa é 

dy cPy 

tra y, p, q ed u, cioè tra r, — , — ^ ed X , é dunque lineare 

dx dx 2 

del secondo ordine , e perciò sempre completamente integra- 
bile (io65). 

io65. Or questo metodo, che a cagione delle indeterminate 
to ec. introdotte nell’ equazioni , si chiama dei Coefficienti in- 
determinati , vale anche per l' equazioni lineari di qualunque 
ordine n*‘ mo , le quali sommate con un numero n — i d’equazioni 

mdy Kdp pdq 

— = 0 , kq =0 , gr = o , ec. , s’ integreranno 

dx dx 

j 


ed ima funzione X di x, che 


mp 


dx 
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«on la stessa facilità il giro perù sarà in queste più lungo , 
■attese 1’ equazioni n — i , da cui debbon dedursi i valori delle 
indeterminate k , g , ec. dati per m , e quelle del grado 
dalla cui risoluzione dipendono m' , m" , m'" , ec. , e quindi 
u', u", ec. Si avverta che se manchi y nell’ equazione si 

dr . tPy dz 

potrà porre j~ =z > e in conseguenza ^j-^= — , ec> Ma P ro P°* 

niamo qualche esempio. 

dr 3 dV 

I. Sia y— -f — =zx: avremo a= — 1, o=— f, X=2X, 

dx 4dx a * 

3 X 

2X 

w»'=a, m"=— ì, u'=Ce 3 -f ax-f 3 , -fax — i (io 65 ). 


ar 

— iv _ — 


edj , =|C'e -f|Ce 3 -fa(x-f i). 

6dy ia d*y 8d^y 


IL Sia y 


4 - 


:o . La IV.* (1064) diverrà 


dx dx 3 dx 3 
m 3 — 6m a -fiam — 8=0, ossia ( m — a) 3 =o . Dunque m= 2, e 
1 ’ equazione ha tutte le radici eguali. Poiché frattanto k=am - f 
m*— — 8, sostituiti nella V.* i valori di m, k , a, ù, u, avremo 

/\dy — 

y — • — — H =Ce a , lineare del a. ordine . In questa per 

dx dx 2 

per determinare m avremo l’equazione (io 63 ) m 3 — 4 =°» 
ossia ( m — 2 ) 2 =0 , onde m = a , e le due radici sono egua> 

2d^ 

li . Dunque (iVt) y — ap = u » ossia y — = (ioG 5 ) 

' ' dx 


e 3 (C' — ij~ e 2 xCe a dx)=e a (C’—^Cx), lineare del primo or- 

x 

dine, nella quale a= — 2, X=e a (C'— *Cx). Si avrà dunque (1062) 
x 

r —*f J -e'&Cx- C')dx 


2C 


X 

— -fC''^=e^(|Cx 3 — iC'x-fC"). 
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&dy ijdAy 

III. Sia y - 1 — — ? = o. Si avrà dunque — 

dx dx 3 d:c 3 n 

5m 2 H-7/w — 5=o, equazione, le cui radici ineguali sono w'~ i, 

x 

m" = 5. Sarà dunque A'=~4, A"=_6, u'rsC'e*, u"=C''c3, e 
la V-* ai risolverà nelle due y ~ ^ -+ 5 f/ = 

A x 

Eliminando </, si trova ossia -=rJ(5C"e3— . 

di: a ' 

Ce), lineare del primo ordine, nella quale avendosi <? = -— i , 

x 9.r 

, r/ /•CV a ’-5C"e3 
•arà y—e {J 

T „ p . 44r d?r 2±J— i 

IV. aia y — ~ -+ — — = o : avremo m = , onde 

5 dx 5 dx* 5 ’ 

(»oS5) £=|. t=zx, z=x, u'srCe^fcor.TH-V — i.senx), 

*'”=C'e aar (cof x — — i.senx), ed i y=e 2x (Ccot x-fC'renx). 

« x 2 a 4 

V . Si debba sommare la serie infinita y— ih h 




1.1 1.2. 5 . 4 

GiV X ~X 

ec. Avremo y~^~= o, e perciò j-=i( Ce -t-C'e ) . Per de- 
terminare le costanti si osservi che quando x=o, viene y= 
a(CH-C')= i, dy(z=fj;(Ce de — C'e dx) ) =o=C— C' ; dunque 

C=C = 1, ed j— — . 

a 

•1066. Infine se la proposta Adx~^-Hdy=o sia ribelle a tutti 
i metodi precedenti , ricorreremo al consueto compenso delle 
approssimazioni, ponendo ^^D-t-Ex-t-FxM-G.i 3 -t-ec. Questa 
dy A 

differenziata darà — = E- 4 -àFx-t- 5 Gx a -+ec. = — — ; d’onde, so- 
dx B 

stituito in A,B il valor supposto di y, e il tutto mandato azero 
(379), si avranno gli opportuni valori dei coefficienti. Per tal 
guisa dall’equazione di Newton. dy-dx~?>xdx-hydx-\-x 3 dx-b 

1 • jD-h , 

xydx otterremo y=D-f(D-t- (D— i)x 5 -i— x 3 H-ec. 

3 

1067- Sia adesso P equazione di primo ordine a tre varia* 
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bili Pd rH-Qdy-t-Rdz=o. Poiché z i indipendente da x, y (gì i), 
consideriamola come costante per rapporto a queste variabili . 
L’ equazione si ridurrà allora a Pr/r-t-^)c//=o , il cui integrale 
completo conterrà una costante, che potrà esser funzione <p(z) 
di z . Differcnziatb'quest 1 integrale anche per z , risulterà un’ 
equazione della forma P</x— t-Q</>-+-(S — T£p'(s ))</:= o, thè para- 
gonata colla proposta darà b — Tif'(z)=l\, e CJ.(z)= J'dz^'(z)— 
A*—l\ )dz 

J — 1- C , ove la quantità sotto il segno dovrà essere 


nulla, o semplicemente funzione di z , qualora sia integrabile 
la proposta . Che se 1 ' integrazione di F</.r-(-Qr/p=o riescisse 
difficoltosa , si tenterà quella di Ydx —e Rc/z = o , ovvero di 
Qdy -rlìdz = o , eguagliando la costante a ty{y) nella prima, 
a Cp( r ) nella seconda . Cosi avendo ydx(y~h :) -i-zdj (x-hz)-t- 
fdi(y — .j )=o, porremo yd 1 (y-+z)-yzd) (x-t-z) — o,e integrando, 
0 ( — t-s) — /( i r-+-z) = ^(s) . Di qui zdy[x-\- z)-+ydx(y -r z)-y 
ydz(y — .r— (,r-fz)( ) -t-z)Y'(s)) =0 . Dunque S — R = o j per 
conseguenza Cp ( a ) = C , e y[x-i-z) — C(y-rz) sarà l’integrale 
della data . Ma se sia proposta zdx-\-sdy-+ydz—o, trovcre- 
mo S — R==.r/x — y , onde quest'equazione non é integrabile. 

>068. Si terrà 1 ' andamento stesso per 1 ' equazione a quat- 
tro variabili Ydx -+ Q dy -+ 1 \dz -f Sduj — o , integrando pri- 
ma Pdx H- Qdy -+ IWz =0 , come se fosse costante u , e 
chiamando 1' arbitraria dovuta a quest' integrale , che 

diflcrenziatu c paragonato in seguito con la proposta farà co- 
noscere ty(ci). Ed egualmente si tratteranno 1 ’ equazioni a un 
più gran numero di variabili . 

1069. Ma sia il primo membro della proposta un diffe- 
renziale inesatto d’ un ord ; ne qualunque n , e voglia aspersi 
se mediante il consueto fattore M ammetta un integrale di un 
ordine immediatamente inferiore . Rappresentando con Y=o 
la data , se MV é differenziale esatto , fatto dy—pdx, dp= 
<jdx , ec. , dz = p'dv , dp' = i/dr , ec. , dovrà aversi (1048) 



do le differenziaz'oni del prodotto MV, ponendo per comodo 
d\ = Ld.r-+bdy-\-Vdp-+-ec.-{-ti'dz-+P'dp-i-cc., e riflettendo che 
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V=o, porta seco d\=o, <f J V=o , ec., (g5y), ti avranno le due 

d P <PQ „ 'aJO dM 

equazioni ( N P— ec. ) M — (P — -h ec. ) h ( Q— 

1 dx dx 0 ' ■ dr J d x ' x 


dx 


3dR d? M dP' eFQ' 2dO' 

— t- ec. )— -ec.= o, (N'-— -+ — -ec.) M-(P' 

dx dx 1 dx dx 3 « 

dM 3dR' 

ec-)-r-~- 1 (Q' j— — ec. )- — ^ — oc. = o . Da queste elimino- 


d x 


dx 


dx 1 


d"M 

— — , differenzio 1’ equazione resultante , e dal differenziale , 
dx 

col mezzo di una delle precedenti , elimino egualmente 

d n M . . d n M 

— - — ■; di nuovo differenzio, e di nuovo elimino — — , e cosi pro- 

dx n dx n 

seguo fino ad ottenere «4i equazioni , dalle quali eliminata M 
ed ogni suo differenziale , otterrò un' equazione fra le sole va- 
riabili x, y t j, che dovrà sussistere nell'ipotesi che la proposta 
sia suscettibile d’ integrazione , purché vi si consideri \ — o, 
dV=o, d*V=o, ossia purché in luogo di p, p', q, q ec. si sosti- 
tuiscano i loro valori presi da queste equazioni. 

1070. Sia per esempio (xdx-\-zdz)d?y — zdycPz — dy(dx*-+- 
dy 3 -t-dz 3 )=o. Avremo \=qx-hp'qz—pq , z—p—p 3 —pp' J , e quin- 
di N = o, P=-q'z—i—' 5 p 2 -p'' 1 , Q=x-+p'z } N'=p'q- pq r 7 
P '=qz — zpp't Q r = — pz . Sostituendo questi valori nelle equa- 

d 3 VI 

zioni di condizione, e quindi eliminando avremo (Jìpp'q’-f- 

6 p 2 q-+-?pr'z — 2rx — 2 p'rz ) M -1- ( 5 p-f- 3p 3 -t-5pp' 3 -t-5p<7'z — 3 qx — 

3 p'qz ) — =oj e siccome ponendo i valori di q\ r' cavati da V=o, 
dx 

dV=o , il primo membro si annulla , l’ equazione sussiste , e 
perciò senza proseguire ulteriormente 1‘ eliminazione di M, può 
concludersi che la proposta é integrabile . 

Sia x(i-+-y)dx 2 -hy 2 dxdy-^yzdu dz-^xdj xdz 2 -*xrd 2 y-*- 
xzd?z=o. Operando come sopra giungeremo alle due equazioni 
dM d 3 .V 1 dM a 2 M 

(x -t-pzjM-Cr'- «» p ™ -Kr ■ - 

Eliminando — , si ha (x-4-p's-t-p;)M = o; perciò x~^p'z-+py- o, 
dx a 

cd x=—p’z—py , valore che soddisfa alla proposta , la quale 
può per conseguenza inlcgiarsi , cd ha anzi per integrale , non 
per altro completo (<)4f>) , la stessa equazione x -t-// : =0 . 
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loy i. Con tutto ciò restando quasi sempre difficilissima c 
spesso impossibile la determinazione di M , la teoria di questo 
genere d’equazioni é pur troppo imperfetta finora. Ponghiamo 
alcuni pochi casi, nei quali, supposte due variabili sole, e usan- 
do qualche artifizio, riesce integrare. 

_ y 2 dx — xydy x 

*• : . ■ - =Y -• fatto ~=z ; onde xays 

^(j- 2 dx 2 ~-2xydjidy-+y 2 dy 2 ) j 


e dx=ydz-hzdy , si ha 


y*dz 


-=Y ; quadran- 


\/ ( y 2 dz 2 — z 2 dy 2 ~i-dy 2 ) 
do , riducendo allo stesso denominatore, e separando, viene 
dz Y dy 

V(«— s a W( 

li. dy m -~*(Py=zYdx m , ove è costante dx : fatto dy=zdx , 
viene z m — I dz=Ydy. 

III. "i dx' 1 — mdy 2 — nyddy=o , ove dx è costante : fatto 

dx = zdy*Jy m , onde o= (dydz zd 2 y)*/ y H y , 

n 

■ , ,, , „ nydydz , n 2 m—n ndz 

cioè nyddy= — mdy 2 — - — , viene Y dy^/y — — — r, 


e dx 




, „ n 2 m — n 

2 (/Ydrv> — hC) 

IV. Se sia <p(x, , y -)= o, fatto — = p , e perciò 

, dx dx 2 dx 

<Py dp dp 

sarà — =y(x> P) » equazione di primo ordine , che 

integrata ne darà una dello stesso, ordine fra x e p, cioè tra 
dy 

x e ~ > che pure integrata farà conoscere y . Sia per esempio 
rf2 K Y . dp (i -rp 2 )* . 

\ d, x 2 ) “ X : 41 tk di = ^x' * C pCf Pnm ° 

integrale — — - — — = f ~ — i-C. Fatto — hC— V, si avrà per 

y\i -(-/>■*) X J X 

, , r Ydx a 

1 integrale secondo y= / — — -+C';onde, se X= — , sarà 

J V(i — V 2 ) 2Jr 


f (x 2 -+C)dx 
' V(a a - (.r a H-C)~) 

4/ 4 r , afe 

V V ’di ’ dT 2 / -0 ' e 6 ua S l,an<1 ° P a . 


C . Nel modo stesso si tratterà 
de 
dy' 
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V. L’ equazioni di secondo ordine , omogenee rapporto 
ad x , r ed ai differenziali dx , dy , d?y valutati per una di- 
mensione possono sempre ridursi al primo con le sostituzio- 
ni y = ux e qx — z , che atteso dy = pdx e dp — qdx — 

danno — : cosi aydx 2 —bxdxdy-ygy 2 d*yc=o 
x x p — tt z 

diventa au — ip -+ giPqx = o = au — kp -I S" 3 ® » on ^ e 5 = 

bp—au du eu 2 dp (hp — au)du . , . . 

h — r r e dp = — — - , equazione dol prsm 


gii 2 * p — u bp—au ' (p—u)g li 

ordine , che se possa separarsi ( come nel caso di a=b) , sc- 

dx du ... ..... 

parerà anche l’altra — ■= . Anzi tali equazioift si ridurrai»- 

r x p — u 

no , sol che sicno omogenee riguardo ad y , dy , dPy . qual' è 

dy d i> 

rd*y—dy 2 —Xrdxdy— o; poiché fatto p=——uy, q=-~-~yz y 
- - dx ax 

dy zd v — du 

onde dy=uydr , dp=yzdx=udy-hydu , — = udx— » 

y 


ella diventa qydx 2 — p 2 dx 2 — Xypdx 2 =o=z — u 3 — «X , che dà 

du 

u 2 dx=(u 2 -i-uX)dx— du , onde — =Xdx y equazione separata. 


d f 


che separa anche — =udx, 


Y 

dy dp d 2 y dq d^y d r ^dij‘ 

VI. Se sia p r=— s =T~J~x 

dx dx d l 2 dx d+* " ' " * 


dx d ♦ 
V' f P 


ec., 

m. 


/•dr ydp f'V'P 

verrà I. x= f — ; li. x== / — , ed y = fpdx — J — — 
J p J q 7 * 

x=f— ed y-.-.fpdx=fdxfqdx= f!± J q ~ ; IV. ar = 

J~ ed y=fpdx- fdrfqdx=J drfdxfrdx=J' -f~f 

ione di j 
<Py d ? \y 


« dr plr i*r<tr 
s 

ec., formule integrabili , se p sia funzione di y, q ài p, r di 

dd y dy . __ 

q, s di r, ec. Così per l'equazione i=— £ • cloé i ~ t ì r ° 


r = -, la III. dà x=fqdq = -q 2 -+ C, f q 2 dq=-q* -* C' ed y ■ 
q a 3 


i , i (ax. — xCf C'(ar— aC) 

J_ v 5 h .1cv-i-C" = — — ^ --t-c". 

5.5 a 


ei 

fe 

ec 

di 

to 


4* 


e <ì 

tu 


m 

»t 


5.5 
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Riprese anche le formule — —p, -~-q, — «=r, ec., verrà 

dx dx dx 

dpdy dy 

I. -j—=pdp=qdy , , pz=~-== fs / 2 f (l dy , ed <=. 

f7$¥r “• é?=Sr*P. 

*=f7rh * e come , ° pr “ • '=/f = /^, * m - 

^r =rJr = ,J i- '=£=V*/^, 

« co me .opra, /■-’ f—* .-■ /•_£!. , ec 

1 J rJ r J JifrdqJ >Jlfsdq' “* * 

formule integrabili, se 9 sia funzione di j-, r di p, $ di 9, ec. 
t dy 

Cosi per 1’ equazione — j= — , ciò »r=p e J’rdp=zlp‘ 1 -+C , la 
H. dà x=f ~ ^^ aC) = (.027) /(p-MpM-aC)) _ IC'=*k, 


^ - - 3» 

C'.'-,=v'(^-«C),P=— - — ,«d r = /— e» ... . 

a C > ' J J v(^ a -4-aC) 

c'/ Ce - * _ 

*/(pM-aC)-+C"= — — t-— HC"=Ce T -fC’e T -+C", preso 

c* c 

il valore di /> e mutate le costanti — in C, e — in C'. 

n C ’ 

VII. Infine se 1’ ordine della data sia n , e si abbiano, n 
equazioni non identiche d’ ordine inferiore, eliminando i dif- 
ferenziali, come altrove si eliminò le costanti (959), avremo un’ 
equazione tra le variabili 2 ed y, che sarà 1’ integrale finito 
della proposta. Si è di già praticato questa naturalissimo me- 
todo integrando le lineari (io65). È poi da osservarsi , che 
qualunque equazione dell' ordine n ha sempre un numero n 
d’integrali primi dell’ ordine n . Infatti potendosi da un* 

equazione finita dedurne n— 1 differenziali dell’ ordine n 1 

tutte diverse fra loro per una qualche costante (960) ; se col 
mezzo delle respettive differenziali si elimini da ciascuna que- 
sta costante, svanità ogui divario, e risulterà da tutte un’equa- 

Marie P. II. i.j 
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zione medesima dell' ordine n che avrà dunque per integrale 
immediato ciascuna delle suddette equazioni. Cosi dall' equa- 
zione y — «r — bx 1 = o; differenziata ed eliminatane prima 

xdy xdy 

a poi b, provengono le due altre y — i-bx*=> o, 2jr — — — 

ax—o, dalle quali differenziate e spogl iate delle loro costanti 

, . „ . w a xdy x*(Py . 

deriva 1 unica *y — 1 o , che in conseguenza ha 

dx dx 1 

1’ una e ì' altra di esse per integrale . 

1072. Del rimanente i soliti metodi di approssimazione so- 
no di non piccolo soccorso anche nell'equazioni d’ordine supe- 

■' . d x y 

riore. Con questi Eulero integrò 1 ’ equazione — - -+ ax m y—o , 

dx 2 

cPy dy 

da cui dipende 1’ altra pjp generale ~-t-P-^- H-Q^=o coi coef- 
ficienti P, Q variabili . Ma la brevità tanto necessaria in questi 

elementi non ci dà luogo a diffonderci in tali ricérche. Si con- 
sulti il calcolo differenziale ed integrale dello stesso Eulero o 
gli eccellenti corsi dei chiarissimi Paoli e Drunacci , ove accu- 
ratamente e con ottima scelta è riportato quanto di più interes- 
sante si trova sparso in quell' opera si rapporto a queste dot- 
trine, che alla maggior parte delle trascorse . 


Integrazione dell equazioni a differenze parziali. 

1075. Abbiamo già trovato (ji 5 g) come 1 ’ equazioni a dif- 
ferenze parziali si formino . Vedremo adesso come possano 
integrarsi , o per qual mezzo si giunga a stabilire il rapporto 
finito delle variabili , che vi son contenute : ma prima è ne- 
cessario esporre alcuni precetti in seguito a quanto si é detto 
altrove (963. 1067) sulla teoria delle costanti e delle funzioni 
arbitrarie. 

i,° Qualunque equazione differenziale può generalmente 
supporsi dedotta dalla combinazione d’ un' equazione finita con 
le sue differenziali , mediante la quale sia rimasta eliminata la 
maggior quantità possibile o di costanti , o di funzioni arbitra- 
rie o dell’ une insieme e dell' altre . 

a.° Perciò l' integrale completo e finito dell’ equazione dif- 


ferenziale d' un ordine n e con m variabili dovrà contenere o 

/rw-t- 1 \/ «JH-2 \ / m~+n— 1 \ 

un numero (960. 1. ) N = n.l — — - Il — — 1 . 1 1 — .1 

di costanti che non si trovino nella data, o un numero JV = 
N 

di funzioni arbitrarie , essendo manifesto rapporto a 

nr -r 1 , , 

quest' ultime, che come ciascuna di esse introduce a parte nel 
sistema dell’ equazioni nr-+ 1 quantità da eliminarsi (g65) , co- 
si se in tutte sieno N', prese insieme ne introduranno 
numero , che dovendo essere minore almeno d’ un* unità 
di quello delle equazioni (g63) espresso da N-t-i (960) , rende 
N 

appunto N'= — • Se n~i , il numero delle quantità da eli- 

rr «r-f 1 

minarsi potrà eguagliare quello delle equazioni (ivi), ed avremo 

XV— t - 1 

N'=— — ■ . Così con m— 4 , ed r=z, avremo N'=i, cioè 1' ag- 
c-+2 

giunta di una sola funzione della forma Cp completerà 1* in- 
tegrale . 

3.° Se N' risulteià frazionaria, l'integrale sarà soltanto ca- 
pace di quel numero di funzioni, che verrà espresso dagl’ interi 
della frazione : ma dovrà di più contenere tante costanti, quan- 
te se ne possono eliminare con un numero d' equazioni eguale 
al resto della divisione . 

4. 0 Le costanti dovranno essere realmente distinte 1’ unc 
dall* altre ,* e sparse nell' equazione in modo che non possa di- 
minuirsene il numero con veruna nuova indeterminata alta a 
rappresentare due o più di esse in comune. Quanto poi alle fun- 
zioni non solo deve trovarsi diversità tra di loro, ma ancora tra 
le respettive quantità sotto il segno : poiché se queste fossero 
eguali, si vedrà facilmente ( operando per esempio sull’ equazione 
F(x, j, z, Q(p), f{p) ) —o ) , che un minor numero d' equazioni 
basta per eliminar tali funzioni dall’ integrale , e perciò si esi- 
gerà un maggior numero di queste ultime per completarlo. 

1074. Cominciando dal caso più semplice, sia 1’ equazione 

/dz\ ( dz\ 

del primo ordine e lineare I 1 -4- IVI I I- N = o, ove IVI , 

non funzioni di x, y, e F z) = u ne sia il richiesto inte- 


grale . Dunque z=Cp(x', i j) , r/z 


W (942; > e 
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fdz\ / dz \dy d s t 

J -+^ — — — =o 9 e< 5 uaz ' one » c ^ e confrontata con lai 

dy d z 

proposta, dà M=t— , N= — , ossia Mdx—dy= o, N dx — dz-o 
dx dx 

Si suppongano P =a , Q =b gl’ integrali completi di queste due 
nuove equazioni, a, b essendo le opportune costanti arbitrarie. 
Potremo dunque dedurne i valori di x , y dati per z , a , b , che 
sostituiti nell'integrale F(x , y , z) = o , lo cambieranno in fun- 
zione delle costanti a , b e della sola variabile z . Ma allora z 
risulterebbe costante (910): dunque dopo Ja sostituzione non re- 
sterà in F(r, y, z) neppur la variabile z, che dovrà svanir da se 
stessa onde 1’ integrale cercato sarà funzione delle solb varia- 
bili a , b o dei loro valori P , Q , e potrà rappresentarsi con 
F(P, Q) = o, o con Q=(p(P). 

Esemp. Debba integrarsi ( — — g\/(x 3 -ry a ) 

\dxj .,\dyj y 

y % 

= 0. Avremo M=‘- , N=— — +-g v /(^ 2 -+/ 2 ) ; e in conseguenza 
ydx zdc 

*• — d) =o, \-g\/(x‘ x -+y‘ 1 )dx*-dz-o. La prima integrata 

x é £X*d\ ? 

tU - = a=P. La seconda divien dunque -azdx - 1-— 

y a v 

ff X^\/( I 

a*)—xdz = o, che integrata dà (io 58 . VI) z= . — {-£ = 

*-+V x-btiy \yj 

. /dz\ my(dz\ mz 

01 voglia integrare ( — Ih 1 — I o . Sarà M = 

\dx/ nx\dy ) x 

my mz my dy mz dz 

— , IV — — ; onde — = 0, =0. La prima si riduce 

n v X nx dx x dx 

™ m 

rude dy „ ~ 

ad =- 1 -, d’ onde si ha ly — Ix =la , ossia y = ax $ e la 

n c y 

mdx dz m 

seconda ad = 0, che rende Ix — lz=.lb, ovvero a abt: 

x z 


dunque <j = P -x-j.c 


b — Q= t m z~ 


r =^P)- 4 ( 4 )- 
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1075. Se M=o e aia 


'• (ii)= N ' >' 


2 1 . 


equazione Mdx — djr=*o 


àarky=a=sCost. Perciò nell’ altra equazione tidx — dz=* o do-' 
vrà supporsi costante y : onde esprimendo con f x ìidx l'inte- 
grale parziale per x di Ndx, avremo Q=ò=* — f x Ndx, e poi- 
ché V—y , sarà z = f*Ndx-htyy. Cioè /* equazione ^=N 

ove N è funzione di x, y, z s‘ integra come se fosse a differen- 
ze ordinarie , purché vi si riguardi y come costante , e in luo- 
go della costante consueta si aggiunga la funzione indetermi- 
nata <$(y). 

1076. Con la stessa facilità s’integra l’ equazione a quattro 
fiz\ fdz\ fdz\ 

variabili — J = N . Poiché suppostane l* 

integrale F ( x, y, z, u ) = o , e quindi z •= ( x, y, u ) , dz 

dy da dz 

il confronto di questa con la data darà L- — , M= — , N= — . 

dx dx dx 

Supposti P^=a, Q — b, R — c gl’ integrali di queste equazioni o 
di altre che ne dipendono, potrai) dedursene i valori di x, y, u 
dati per z, a, b , c, che sostituiti in F(r, y, z, u) = o, per la ra- 
gione stessa data già sopra, faranno svanire anche * e daranno 
per 1 ’ integrale richiesto F(a, b, c)~ F(P, Q, R ) = o, ossia R = 
Cp{P, Q). completo, perché contiene secondo il precetto (1075.2.°) 
una funzione di due quantità . 


in uup v d M~ W- )-■+(- )- 

\dxj \dyj \ dii ) dx \dx) \dyjdx \dujdx 


Dunque L- 


I 


M=- 


Jr-t -zz 1 


■ lyz 


N= 


Sarà 


2 z — a y a z — 2 y xz — 3 y 

in conseguenza {zz — xy)dy -i-dx=o , (2*— zy)du-i-(j-+zz‘ 1 — 
3 yz)dxz=o , ( 3 z — zy]dz—dr=o ; d’ onde dz-i-d) =0 , 2 zdz-i- 
xydy—d i as o; du-\-xdz-\-zdx=o. Dunque F=z-fy, Q=s a -4- 
y‘ 1 —x, R=u-rax, e per l’integrale cercato u-t-as = !ip(5-4-.j' 
z y -i-y' À — x). 

1077. Più complicato è il metodo se 1 ’ equazione non sia 
lineare . Supponendola tra le tre sole variabili x , y , z , e l atto 
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Vh® -q, potremo rappresentarla generalmente con 


F(x, y , z, pi q)=o , e sarà al solito z=$(x, f)-t e quindi 
di — f dx — qdj ==o, che dovendo esser supposta integrabile darà 


ghianfto adesso che dalla proposta differenziata si abbia dq 
f^dp -+ Bdx -+ Cdj -+Ddz ; poiché p è luiizione di x, z, sarà 


f v » 

^h-B, ^ — ^ =A^ ~^-+I>, e sostituendo nella se- 
conda, *(£)-(£ 


lineare per rapporto alle variabili f>, a 1 , y, a. Il di lei integrale 
concluso col dato metodo (1076) sia R = (p(P, Q) . Prendendone 
il valore di p e dalla data quello di q, e ambedue sostituendoli 
nella 1.*} e quindi integrando, si avrebbe il valor di z per x,y 
e (p(P, Q) , che sarebbe 1 ’ integrale cercato . Ma l'integrale di 
un’ equazione a differenze parziali del primo ordine a tre varia- 
bili non può contenere una funzione composta di due quantità 
indipendenti (1073. 2. 0 ) j dunque deve necessariamente essere 
P=Y(Q) e poti à perciò supporsi R — $(Q) ,cioè funzione di Q 
solamente. Frattanto da queste due equazioni eliminando p , a- 
vremo senza bisogno di altro processo il valor di z dato per 
x , x* che sarà l'integrale cercato. 


io r 8. Passando all* etjuazioni di secondo ordine* sia da in- 
tegrarsi » * (^ a )^(^.)^(^)= R ’ ove « ** * S ° n ° 

costanti ed 1 \ è funzione di jr- Pongo H."^— — ^=Y 


( m è indeterminata ), e differenziandola prima per x , poi per y , 

1 * 

moltiplicando le differenziali respettive per —, , e sosti- 


stìtuendo nella I.* i valori di e di A e ^ a ( se ** 

h /dV\ h{J\\ R 

faccia HI.* g-m--= o ) diverrebbe IV. 8 < — 


M» 

m, « 


avri 


Ci A J UJL Ij — U, Uir nuvcimw tanvi D ^ 

•»°«° •"» *■ (£)-(|) + K^*fé) =0 ( ' o5ui p< “" V 

' . ' '> ^ - .u:. j zion 


zion 

dz— 


jr-T 

pure 

dell; 

tuenr 

=/< 

cang 

pure 
la pi 

.T— <1 

tfi'.r- 


-t-xCf 


coi Cl 
e che 


zioni 


Ve 


(fé 


Juppo 
lori _ 


frovej. 
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Ma qui bisogna osservare , che la III.* dà due valori m', m" di 
m, e che m'm"~h -, cangiato dunque m in m' nella IL* e IV.*> 

avremo le due equazioni di primo ordine ^ V, 

R, che daran luogo ai due sistemi d' equa- 
zione a diflerenze ordinarie (1074) i.° m'dx—dy—o, Vdx— 
dz= o; 2. 0 m”dx~~dy=o, RJ.r — d\ x=o. Dall’ultimo abbiamo 
y— m"x—a, t r — fRdx=b; onde ( ivi ) V = fKdx-\-<^(y~m" x), 
purché in R si ponga y=a-ym"x, il che cangerà R in funzione 
della sola x . Il primo darà y—m'x^a', z—J'Vdx^b' e z= 
fVdx-+f(y—m'x), purché in V si ponga y=a'-+m'x . Sosti- ' 
tuendo dunque il valor di V, e osservando, che fdxty(y— m"x) 
—fdx$ ( a'-i-m'x— m"x ) r='$(a'-+-m'r— m"x ) = '<$ (/— m"x| , 
cangiate '£p in ^.avremo z=J~dx J'Rdx-t-Cp^ — r, 7 " J )~+J\y — m ' r )» 
purché nella prima integrazione ponghiamo y=a-^m"x, e nel- 
la prima integrazione ponghiamo y—a-\-m"x, e nella seconda 
y=a'm'x. Che se m'=m", sarà f dxty(y—m"x)= J~dx$(a'-+- 
m'x — m"x)= fdxtya'—xQa’ssxty^y—m'x), e z=fdxfhdx 
-+xQ(y—m'x)-+f(y~m'x). 

, . ,079. Sia adesso 

OC n 

coi coefficienti A, B, C, V funzioni di x,y. Suppongo z—c ( 3 , 
e che oc, (3 sicno funzioni di .r, y, determinate dalle due condi- 

(s)-“ ,=o - *•* {^y({th A )(^) = ~ 

— et ( \ , / d 3 B \ 

Ve , oppure dalle due altre 5 .* ^ J-t-A = o, 4 * ^ ^ ly )~^ 

— Ve . Introdotto nella data il valor 
supposto di z e in luogo di ^ ^ l’ uno o l’ altro dei due va- 
lori — -*-( — \ dati o dalla 1.* o dalla 5 * condizione 

V07 \ dx ) 

troveremo nel primo caso C=AB-t o , e nel secondo G=* 
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^ . Onde se tra i cpefficienti À, B, C della proposta 
sussista uno di questi rapporti, ella sarà integrabile, ed avremo 

ove se avrà avuto luogo il primo dei due rapporti do- 
vremo fare a— — J'^Bdx-t-tyfy ) valore dato dalla prima con- 
dizione (1075); se il secondo, dovremo porre et — — J' ) 'Adjr-+($(x) 
dato dalla 3 .*; quanto poi a fi si avrà o dalla 2.* o dalla 4-* con- 
dizione, ponendo nella 2.* = ne ^ a 4’* con 

che la a.* diverrà A )“=“▼* a esarà(io75) 

P=f*udx+f(j), e dalla 4.» avremo B ) u: ~ 

f- Ve e fi=zf^u‘dy-¥f(x). 

/ d*z \ 1 fdz\ 1 / dz\ a z 

EsMbi “\m; ■■)—, Ur^ Ur^jr°‘ 

ove si verifica il secondo dei due rapporti fra i coefficienti. Dun- 
que poiché A=B — — e V=o, avremo dalla condizione 5 / 


• ‘t* — v J 


x-y 
dct\ $'(*) 


conseguen- 


_L_ , e Ji-V— • Quest. 

x -_, '$>) x-y \dxj \$(x) x-y) , 

integrata (1076) dà lu'=nl[x — y) — l $(£') -+ 1 F(/) , cioè u — 




-+/(») = (947) 


Q(x) ' 1 "~ r J <?(*") 

>^-X/dy{x-yfny)^f{x) ) e dy(x- j )'t(y)+ 

, • , • , /(*> 

/(a)). Se si fa F(j)=o, avremo l’ integrale particolare z=— — . 

1080. Quando non sussista alcuno dei due rapporti, si ri- 
duca la data alla forma ^ “ ^^((dy )^ A * ^ 


Digitìzed 


una nuova < 


»l 7 

^C— AB^z-+-V=»o , che fatto ^ j^- 4-A* a»' t C — 

fd\\ . . i / di'\ B V 

| — I — AB = M, diviene —I — ■ Ih — z'-t-z-l — =o. Da questa, 
\djJ M\dx) M M H 

differenziata per y, e sommata col suo prodotto per A, resulta 

, „ , / d?z' \ / d z '\ /dz'\ 

equazione della formai )-+-A'( — — 1 - 4 - 

\dxdyj \dx) \dy) 

C'z'- 4 -V'=o simile alla proposta, e di cui si tenterà coU'istesao 
metodo 1’ integrazione, la quale, se riesca, farà conoscere z\ e 
per conseguenza anche z. Se poi non possa effettuarsi l’ inte- 
grazione, la trasformeremo alla maniera medesima in una ter- 
za, e cosi di seguito, finché non si giunga a qualche equazione, 
che resista agli stabiliti criterj d' integrabilità , la quale , come 
ha dimostrato il Sig. La Place , deve necessariamente incon- 
trarsi, qualora la proposta sia integrabile. 

jo8i. Ma sia A = B=C = V=o, cioè non resti nella pro- 


posta (1079) c ^ e *1 s °l° fermine 


= 0, e posto 


($)-*•* 


( d?z \ 

I. Sarà dunque 

dxdyj 4 


(*L) 

\ dxdy J 




, / tPz 

avra a.* ( — — 

V dxd y , 

Nella a.* N=o (1076): dunque integrando si avrà v=»CP(^). 

Nella I.* N=v , dunque z=J^ vdy-\-f{x)— J" 1 ^ dyQ (y)-+f(x). 

Facendo perciò J~ dyty(y)=F(y), avremo infine z = F(y)-rf(x). 

■ o8a. Frattanto basta che si sappiano integrare l’ equazioni 
precedenti, perché lo stesso possa farsi dell' altra più generala 


■ w vvvixiaviy VI VU V JV U C» »» V» ^ VUWU IMI «• UVII MI II 1 

Infatti se 0) , 0 sieno due funzioni di x, y tali , che si abbia 


-4-Qz-t-T=o. 


■ffl 


Hth 




M (p) 

(sMHih 

i valori dei coefficienti differenziali ^ 


,e si calcolino e s'introducano nella data 
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/ d*i \ Vdt\ 

dati per 1 # nuove variabili (g 55 ), avremo M'f - — 1 -t-L ( — )“** 

r ($ì)^ T =°- ° ,e 

(sX$))+*![$Xz) ’ * d L ’ p e6 “ a6lian ° prim ° 

membro della data toltone Qs-i-T, e cangiata z in W per L', in 
6 per P'; ed é chiaro , che per render questa nuova equazione 
Rimile alla precedente ( 1079), basterà dividerla per M' , e 
introdurre nei coefficienti i valori di x , y , dati per o> , 0 , 
dei quali potranno aversene un’ infinità dalle equazioni 

dedotte dalle due condizioni 


e 2. 


Esemp. Sia • Sarà M = o, 

jy — j-a t p — y } Q = o,T = o: onde primieramente 

• pctcì6 <,o7 ' ^, 

aj=cp(x x /— 1-t-fj), 0 =:f[Xy/— i— Ijr). Scelte le più semplici for- 
me di queste funzioni porremo ùj^.tV — i-i-ly, fl=xV — 1— /j'j 

( ePi \ 

1 = 0 , che immediatamente dà 

dudQj 

(1081) i=$(w)-t-yifl)=$(^v / — i-<-^)-+/( j; V— •— fy) = ( 65S ) 

cp ( / ( y eos x-t-jV — i .sen x ) ) -t- /( l (jr eos x—y^~ 1 . sen x ) ). 
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io83. Sia a)t=o un* equazione finita tra x,y,a* 

■<è chiaro che se si differenzi avremo un medesimo risultato o vi 
si riguardi a come costante o vi si tratti come variabile, purché 
in questo secondo caso si prendano in fine per nulli i termini 
introdotti dalla supposta variabilità di essa costante , cioè si 


ponga I — Jdazso, o 


più semplicemente 



1084. Nasce di qui che qualora si abbia un' equazione dif- 
ferenziale di primo ordine a due variabili J di cui C|>=<|)(x^,«)=:o 
sia l'integrale completo (to^S. a.°), non solo potremo assegna- 
re ad a qualunque valor costante ci piaccia, senza che per que- 
sto cessi la verità dell' integrale, ma quelli ancora , che risulte- 


ranno dall* equazione 



che generalmente verranno 


espressi in funzioni delle variabili x, y . L* integrale oltre al 
perdere in questo caso la sua qualità di completo (946), neppur 
cader» tra gl’ infiniti integrali particolari, che si hanno dall’ e- 
guagliare a ad una qualunque costante (iri); onde ha preso il 
nome di soluzione particolare . Abbiasi per esempio jy/(x a -+ 
dy ydy 

j a ) — — — x=o, il. cui integrale completo, fatto x a -t- v a =x z a , 

dx dx 


. ' fd<§\ 

si trova esser q>=a a — *ay — a a =o. Dunque I — — ì-~2a—3,y=.o. 


e quindi a= — y, valore che posto in <p, dà la soluzione par- 
ticolare x a -fj a =o, che, senza esser compresa sotto l’ integra- 
le completo, soddisfa interamente alla data . 

io85. Se 1' equazione differenziale sia di second' ordine , 
ed abbia in conseguenza a, b)=o per integrale comple- 

to , potrebbe per avventura supporsi che per dedurne la so- 
luzione particolare , bastasse porre insieme le due equazioni 



. Ma si deve avvertire , che le costan- 


ti a, b, riguardate come variabili, oltre i coefficienti 
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introducono u«l differenziai* ascondo anche » 

( 9 44), e converrebbe che tutti fossero nulli, perché «ul- 
va restasse l’identità del differenziale, cioè dovrebbero due so- 
le indeterminate soddisfare a un più gran numero di equazioni, 
il che è generalmente impossibile • 

1086. Procederemo dunque diversamente ; osservando in 
primo luogo, che da <p(ar, y, b)-o risulta (q 55 ) b=f(r, y, «)» 
onde dal differenziale di <$ = 0 per a , b , avremo (969) 1 .* 

^ *= o. Inoltre la stessa equazione CJ>=o dà 

(9 5 3 , * (£)■ “• b) ’ • di 

«■* = ° : • di ,r * 
' % /db\ 

equazioni e della finita $ = 0, eliminate a , b , 1 — 1 , avremo 

un’ equazione di primo ordine spogliata affatto di costanti , * 
soluzione particolare della proposta. 

Esemp. Sia §=y-~x*-bx—a 1 -b' 1 —0, da cui per mezzo 

. xdy x*d?y / dy 

di = o , d'$ = o ( 9 58 ) proviene y- 

— a - y V_£^!- 0> che perciò avrà $ per integrale finito. Dun- 
dx* ) dx'i r 

(S)=-?- 2a ’(rò)=“"- afci e ,a *•* divcrrà ^ 

M H-(x- + -aò)(^)=o. Inoltre (^)=-a$-b, (^) =I * 
a,* darà <P'«^a*-É-^)=o. Infine 
— i, e dalla 3.* avremo x-4-( 


<=) = 0. Fatta l’eliminazione pro- 
posta, troveremo à)(^)~(^) ~*T^° * 
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che sarà la soluzione particolare di primo ordine della data * 
1087. Ed é inutile avvertire, che a questo medesimo risul- 
tato avrebbe condotto 1 * ipotesi di a=J(x, y, b), non potendosi 
cangiar 1’ essenza del calcolo , qualunque delle due variabili si 
prenda per funzione dell’ altra. Noteremo piuttosto, che la so- 
luzione particolare di primo ordine, considerata come equazion 
differenziale, può avere anche essa delle soluzioni particolari, 
le quali rispetto alla data si chiamano soluzioni particolari dop- 
pie • Queste procedendo dal trattarsi non solo come variabili, 
ma ancora come indipendenti le costanti della prima , e della 
seconda integrazione, coincideranno conciò che si avrebbe dal- 
l’integrale finito ponendovi i valori di a, b dati dalle due equa- 

^ = 0 (io 85 ) ; e perciò sebben soddisfac- 


ziom 


■GM 


ciano alla soluzione particolare prima , non soddisfanno peral- 
tro alla data differenziale di secondo ordine, 

1088. È poi facile estender questi ragionamenti all’ equa- 
zioni d’ordini superiori: anzi potranno applicarsi anche adequa- 
zioni a differenze parziali con quelle poche modificazioni richie- 
ste dal maggior numero di costanti che entrano negl’ integrali 
completi di queste equazioni (1075. 1. 0 }. Cosi se 1 ’ equazione 6 
di primo ordine ed F(x,y, z, a, b)=o ne sia l’ integrale (1073.2. 0 )* 


1 j • • / d Q\ , - ■ 

le due equazioni ( — )=o, ( — 1=0 avran luogo insieme, non 
\daj \dbj 


dQ' 


potendo qui affacciarsi 1’ inconveniente, che abbiamo rilevato 
di sopra (io 85 ). 

Del resto il Sig. La Grange , a cui è interamente dovuta 
quest’ importante teoria delle soluzioni particolari dell’ equa- 
zioni, dà dei mezzi per ritrovarle anche nel caso, che l’inte- 
grale completo non si conosca. Noi non ci occuperemo di que- 
st' indagine, sulla quale rimettiamo i nostri lettori agli atti di 
Berlino an. 1 774 * *779» e a l dodicesimo quinterno del Giornale 
della Scuola Folitetnica, oppure ai citati corsi dei Si gg. Paoli 
e Drunncci, ove le memorie del Sig. La Grange son riportate 
quasi in intero , c passeremo intanto a qualche applicazione 
delle precedenti dottrine . 
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Applicazioni dkl Calcolo Intbgbalr 

’• . - * . • ». 1 

Quadratura delle superficie . 


io8c). Sia la curva AM con le coordinate infini- 
tamente vicine PM=/, pm—y-+dy,e il settore APM=S. 
Il trapezio infinitesimoPm=(g i6)/7S=(57 i)£dx(ay-+dyy* 
(ycfc.i..°')ydx darà S-=fydx\ ove, se porremo i valori 
delle ordinate x, y dati l’uno per l’altro dall’equa- 
zione alla curva, avremo la quadratura della super- 
ficie APM. 


■ 090. Si noti 1.* che se le coordinate facciano un angolo 
obliquo <$, sarà S=>senfyf ydx (674)* 2. 0 che lo spazio compre- 
so tra due coordinate y, y 1 verrà rappresentato dall' espressione 
f r'dx c nf ydx , alla quale si dà il nome d' integrale definito . 
Questo a differenza del completo (946) é di sua natura man- 
cante della costante aggiunta, che dovendo esser comune tanto 
a fydx chea fy’dx sparisce necessariamente nella differenza 
dei due integralij 3 .°che differenziando con dx costante, si avrebbe 
d i S=dydx , d' onde S=f fidydx , purché s’ integri prima per 
y , poi per x , c si sostituisca il valor di y avanti di integrare 
per x. 

1091. Indipendentemente dal principio infinitesimale può 
giungersi alla stessa importante equazione S=f ydx nel modo 
che segue . Fatto P p=$x, si chiamino S, 5 ' i due settori APM, 
Apm ; saranno (983) S=Q(x) , S’ = = (966) S-t- 


dS d*S - 

T, ìx -*^ 

d*s 


zdx* 


d 3 S , , „ dS. 

-,Jz 3 -+-ec. , ed S' — S=PMmp= — dr-t- 

2.5 dx i dx 


j'x^-yec.; e supposta S'x tale che in tu»to lo spazio Pp del- 

P asse A p non cada alcun’ ordinata massima o minima , 1 * area 
PM/wp risulterà visibilmente maggiore dell’ uno e minore del- 
P altro dei due rettangoli Pp y PM = j $x, P pypm=y'£c — 

$x-y — ~ $ c'-'-t-ec. ) . Or poiché questi due limiti del- 
dx idx* J 
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V arca PM mp cominciano con lo «tesso tonnine j'èx, dorrà al- 
tresì cominciare col termine stesso anche il valore dell’ area me- 
dS 

desi ma, e sarà quindi --ov—jrSx, d’ onde S=fydx. 

' ■ ’ X 

1092. Nel circolo fydx—AQMP=f dx>J (a 1 — jer 3 ), 
cioè , riducendo in serie il radicale (384) * moltipli- 
cando per dx , e quindi integrando ciascun termine 

del prodotto (g5o) , AQMP=C-t -ax — — — - 

3x7 3.5x9 


x J 


1.4. 5a 3 


— — — -, — - — ec. (178). Fatto x=o, sarà AQMP 

2.4.t>.7a 5 2.4.6 .«.q a7 \ ' J ^ 

x 3 x 5 - 

=0, e però C— c : dunque AQMP=<3.r — g- — 
ec. Fatto x=a, viene il quadrante BMQA; e poiché 
AMP=-\/(a a — a: 2 ) , si ha il settore AQM=AQMP — 


AMP= 


2 

ax 


5 1 ® 


120 


8oo 3 


-ree. 


joc)3. Nell’ellisse fydx= — x^—^ax— 


k 

a v 


v5 


7X1 — a 7 5 — ec ■)• Quindi, paragonando il circolo al- 

1’ ellisse, si trova CB'NP:CBMP::a:ò::AB'aò’:ABa6::PN: 
PM::SPN:SPM::SAN:SAM ; ed essendo AB'aò'=aV ; 
sarà ABab=abT , cioè V ellisse eguaglia un circolo 
del diametro medio proporzionale tra gli assi. 

ioc)4- Nella parabola fydx—fdx«Jpx=~*/px 

—ter- 

ioc)5. Nell’ iperbola tra gli asintoti xjr—a* e f ydx 
= J'^-~—à*lx- 4-C . Se x=AD=rt , allora lo spazio 
Q'àDBN=a'Va-4-C ; dunque BDPM = n a /x — cdlaz=. 
a */-. Quindi se n a = 1 , sarà BDPM = 4r, logaritmo 
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naturale dell’ ascissa AV=a-*-x:ed ecco perchè chia- 
mansi iperbolici i logaritmi del modulo i (4°6)- 

1096. Ne,la cicloide BMA,xd/=d*V(aa.r— x a )(ioiz): ma 
xdy= MQ.QQ’, onde fxdy= BMQ (1089), e f dx</(?ax—x*)~ 
BIOP i dunque tutto lo spazio BMAD eguaglia il semicircolo 
BIOC, e lo spazio cicloidale é triplo del circolo genitore. 

«4 1007. Nella cissoide , y= ~~T ~ — e J/dx=AR!VlPA=* 

fx*dx(a-xj~*. Ora /x a dr(«-x)*=ACONP (.092); e se 

si riduca fx»dx(a-x) a a fx»dx(a-x) a , si troverà ( «022) 
rial 3 1 

/x a dx(«-x) a =^V- ar ) J ‘ H - 3 /- ra</j£, ( a - x ) * x - Dun( l tt « 

fxW a -x) _a =5/x^r(a-x) a -ax ( «x - x a ) a , ovvero 
APMR A= 3 ACONP — 4 ANP= 3 ACON A — ANP. Dunque, poiché 
quuando x=a, il triangolo ANP svanisce e il segmento ACONA 
si cangia nel semicircolo ACNB, lo spazio infinitamente lungo 
MRABQ è triplo del semircolo genitore. 
aa 5 1 og8.Nella logaritmica, ydx= Adj (g 85 ), e jy<fx=BAPM= 
Av- 4-C : ma quando ,y=.=A 3 , lo spazio ABMP diventa nullo* 
dunque C=-A , e ABMP = A{y- .)= al rettangolo OIQM . 
Se si fa ^=0, si avrà lo spazio infinitamente lungo BXàA= — 
A= al rettangolo PQIT . 

226 1099. Se 1 * ordinate partono da un punto fisso C r H trape- 

zio pPMr (1089) diventa un triangolo CMr, e quindi lo spazio 
COMCssi frdx-4-C . Sia $ 1 ’ angolo, che fa CM con una ret- 
ta fissa CA; avremo Mr=yd$ (674.655), e COMC=i/jV$-+C. 
1 100. Nella spirale d’ Archimede AGFBN=x, AGFBA—c, 
Y dx Mr.MC % j'dx 

CM-* CA =0, M rJZj-, d{ COMC)= — - (1099) = — » 

3 

X= C Z (8.4), dx=^, dunque COMC=fJ^ senza costante * 
onde fatto r »«, «P™ COMAC=- = al terzo di tutto il 

Non si è preso qui l'integrale P erchè ^ 

sto non P ué estendersi al di là di <p = 56 o° , altrimenti . trian- 


1 
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goli elementari conterrebbero i gii sommati, difetto a 

cui può supplirsi calcolando i trapeij elementari tra due spire 
vicine . Lo stesso inconveniente ha luogo per la formiiJa or- 
dinaria f ydxy se più ordinate corrispondano alla stessa ascissa. 

1102. Nella spirale iperbolica scemando x , mentre cre- 
sce y (817) , sarà CN(«):Nn( — dx)::CM(j):Mr= — 227 

ydx /. — r^ilx 

dunque C0MC=1 J =( 8 1 = 1^--+. C. 


1 ig 3 j Questo metodo può applicarsi anche alle curve, che 
han l’ordinate parallele. Vogliasi per esempio la quadratura del 
settore parabolico AFM. Fatto l'angolo AFM=j3=2$ s e perciò 

™=-r=rfe (; 6 « . iÓ = (.04 .3 


COi 


*4> 




\ COi' 3 ^p 


2 

coyCp 


COi^$ 


CO* 2 


”4*2 


)> 


(6^7) — -J>\±tang 3 $~i-tang$) senza costante, se il settore co- 
2. 10 0 

minci dal punto A . 

110/j. Quindi ( sia detto qui di passaggio ) in due parabole 
AM , A'M' col fuoco ed asse medesimo e coi parametri p, p\ i 
settori AFM, A ! M , compresi tra due raggi vettori coinifni, 
saran tra loro : :p 3 : p ’ 3 j : FM 3 : FM' 3 : : a 3 : x' 3 ec. (754). 
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Rettificazione delle Curve , 

ito 5 . Poiché (9^0) ds — ^(dx^-t-dj 1 ), sarà l’ar- 
co AM =zs=f ^{dx i -xdy' s )- j r C, o r ordinale sieno pa- * 2 ^ 
sallele o partano da un punto fisso. 

1106. Esempio . Nel circolo (984) dx 1 -t- dy 1 = 

a 3 d.t 3 x adir -3 a2w 

e 0»=^/-^— = W) * 


i.3.t 5 1.3.52:7 

H — : --+■ ec. 


2 


3.4 -5<*^ a. 4.6.7 a 6 

1 107. Nella parabola , AM = y dj ^ ^ 

V( j ^ ) ) 


X 2 20 


Marie P, li. 


io 
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P p y 

Facciamo y=o, sarà C= l- ; dunque AM=- 

4 3 p 


VM> 




1108. Che se col centro A e col semiasse maggiore 
22 9 DA = ~p si descriva un’ iperbola equilatera BN' , lo spazio 
ABN'Q saràj" xdy (1089) =f dy*J (y' 1 ~^-^P i ) (7 80 ) » dunque 

AM^=-fdy^^y ì -+^^=~ X ABN'Q e però AM|/*=ABN'Q, 

onde la rettificazione della parabola dipende dalla quadratura 
dell' iperbola e reciprocamente , 


1 109. Nell’ ellisse, supposto il semiasse maggiore =1, sa- 
25 1 rà y 2 = ò 3 ( 1 — x* ) , e fatto 1 — ò 3 = e 3 (746; » si ha DM= 

e 3 x 3 e4x4 i.3e 8 x® 

2.4 2.4.6 

i.5.5e 8 x 8 \ x dx e 3 x 3 dx e4 x x^dx 

ec. 


J v,. ~ ) 1 ~ • 

V i— e 3 t 3 p dx / 


^ p dx e 2 f x*dx e 4 - f x^dx 

2.4.6. 8 ~ ') J V( «—•**) d VC 1 -* 2 ) M-' VC 1 — * 2 ) 

I . 3 ^ JC^ dX • • a • 

/ ec. ; e riducendo gl’ integrali di ciascun 

2.4.6-/ v(i~ a ' J ) 

1 

termine a f — .2 a ) a (1020) =DN (1106) , si avrà BM= 

( e 3 3 e 4 3 3 . 5 e 6 5 3 ò 3 7« 8 \ f d x _A 

2 3 a a 4 a 2 3 4 3 . 6 3 2* 4' a .6 3 8 3 

ì/i 5 e 3 5 3 5 e* \ \Lf 1 

« 3 x(i — x 2 ) 2 ( ■ ; ; ■ — -+*c. I— a ; I 

\ ?, 3 2 3 4 a a a . 4 a .b s / \ 2, 4 


) 

4 2 ‘ 


)■ 


5 . 5 e 3 5 5 3 . 7 e^ 

— ,_p, (-ec 

2.4*. 6 3 2.4 2 .6. 3 8 3 

La rettificazione dell’ iperbola si ha quasi collo stesso me- 
todo, e può vedersi nette Memorie di Berlino an. 1746 e seg- 
la maniera di ridurre alla rettificazione di queste due curve gli 
integrali d’ un gran numero d* altre differenziali. 

ilio. Nella seconda parabola cubica , y^ — gx 1 ; dunque 

s=fd)( ,-t-— -t- C (y 5 o. II. 0 ), perchè qui 

' \ 4 èV 2 7 V 4 gj 

8 

11=0 cd tu— ij latto y— o, si ha C= £ . « 1 ' arco » P rcso 

27 
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dall’origine, (ioti) . In generale le pa- 

k k-i L , , ... 

rabolej' =§x , che (preso per k un numero impari comin- 
ciando da 3 ) danno r = f d> ^ — 1 ^ 3 , son tulle 

a k— 5 


rettificabili, avendosi in tutte (o 5 o. II.) n o, m-~- e c=- 

k— t a 

mi. Nella cicloide, dys=dx V / (^) (988) , dunque 
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f=J"dr-yy/— = BM=2-v/2ra=2BO, cioè fatto x—ir, la 
•cicloidale é quadrupla del diametro BD (1012). 

y 


curva 


1112.. 


Nella logaritmica, ydx-ady (986), s= f — \/(?' 2_ *' aa ) : 

J y 


se v / (/ 3 -+a 2 )=z , si avrà — 


dy zdz a z 2 dz 

— , ed f— / — =z-+ 

z À — a 3 J z 3 — a 2 


a z — a jz — a /„ J (z 3 — o 3 )\ 

- I (1024) =zz-yal\ / — z-\-aì[ 1= J ( > 2 -f- 

2 z-t-a V i-t-a \ s-+a ) 

J) )+c , 

espressione di un arco di logaritmica, in cui C é facile a de- 
terminarsi (1098). 

1 1 15. Nella spirale d'Archimede dr=Mm=^/(rm 3 -+Mr a )= 


c y 
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-^/ ^ dy ' 1 -+ - — — ^ (989) : ma 1= - ; dunque s = COM = 

/ cdy // <» 4 \ . 2a 3 

Descritta una parabola CN’ con p =— , 

fatto CQ = CM=^- e condotta l’ ordinata QN', sarà CN'= 

^ (1107) j dunque CN'=COM : onde regna 

dell' analogia tra questa spirale e la parabola. 

1 1 14. Nella spirale logaritmica (679) cos Mmr{c).mr{dj):: \ •. 

a* d r . j >76 

— ~ > dunque ADM=- = MT per essere simili i triangoli 

nirM, MAT . 
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Misura delie solidità. 

iii 5. Un solido S da misurarsi s’immagini de- 
composto in un’ infinità di piccoli strati paralleli: chia- 
mando t la base di uno di essi , dz 1’ altezza o una 
parte infinitesima della sua distanza dal vertice, tdz 
ne sarà il volume, che essendo il differenziale del so- 
lido dà dunque S =^ftdz. E si noti j.° che se il so- 
lido è di rivoluzione , t potrà esser circolo, di cui 
chiamato r il ‘'aggio, avremo S=7r/^Vz : 2.° se sia 
piramidale dell’altezza a e base b, onde (5g6) b:l::a»:z a , 

avremo S= -jVe/z— r^-4-C, ove 3=0 dà S=oeC=o, 

a*' Oa 

e z—a dà per l’ intera piramide S=y (620). 

5 .® PoMié (1089) /= fydx~J f dydx , sarà dunque S = 
f tdt=ff ydxdz —ff fà xdydz , purché rapporto alle inte- 
grazioni si rammentino le avvertenze date altrove (1089. 5 .°). 

li 16. Nella sfera y^^iax— x* : dunque per la 
solidità di un segmento sferico in cui 3— x, si avrà 
S=vr fQiax— x’)dx— 7 rxX“— §•*) (626) . La costante 
non ha luogo , perchè con x=o si ha S=o . Fatto 
x~na, si ha per la solidità della sfera S— |cpt((>2.o). 

1117. Nell’ellisse, f—^Jyax — x 1 ) ; dunque il 

solido generalo dalla sua rivoluzione intorno all’ asse 
maggiore sla alla sfera circoscritta ::b’.a , ovvero è g 
del cilindro circoscritto . 

11 18. Si chiama Ellissoide allungata quella che abbiamo 
considerata, ed Ellissoide compressa quella che é formata dalla 
rivoluzione dell' Ellisse intorno al suo asse minore . E facile il 
trovare , che anche quest' ultimo solido è * del cilindro circo- 
scritto. Dunque I' ellissoide allungala sta all’ ellissoide compres- 
sa : : ab 1 : a’Z» : : b : a » 
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1119- Nella parabola y*=.p: r, e fatto i—X si 
avrà per un segmento paraboidale S=^Tfpxdx = 

? P . x .. - , metà del cilindro circoscritto, 
a 2 

m n m — n 

In tutte le parabole y = x a , e f vy^dx = 

m — 3 n a n-t-m m im — an an 

mTJa x mirxJa r mrxy 3 

=s = , e perciò il 

an-t-m ?.n-+m xn-xm 

solido starà al cilindro circoscritto :.m:m-t-2n. 

m n 

uso. Similmente se l'iperbola, la cui equazione é y x *= a 3 a 

m-+n 

a , gira intorno all’asintoto CP, prendendo CD=AD=a, il solido 

descrittodal trapezioADPMavrà per espressione ir{ a *-xy % ), 

%n — m 

e perciò supposto xn>m, il solido descritto dallo spazio infini- 
tamente lungoOADX sta al cilindro descritto da AECD::/7i:2/i-w, 
e nell' ipcrbola ordinaria t eguale a questo cilindro. 

Superficie dei solidi. 

H2i. Se la superficie da misurarsi si divida in un’infini- 
tà di piccole zone prima parallelamente al piano delle x , z 
(729), poi parallelamente al piano delle _)■, z, si troverà decom- 
posta in infiniti rettangoli coi lati diretti nel senso delle coor- 
dinate y , x , ciascun dei quali potrà considerarsi come piano , 
e sarà 1’ elemento della superficie cercata. 

Per determinarne l’espressione si osserverà primieramente a ^ u 
che 1’ area d' una figura comunque inclinata sopra di un piano 
eguaglia quella della sua projezione divisa per il coseno della 
sua inclinazione. Infatti sia KSPQ il piano di projezione, LFME 
quello della figura, e fatta sopra di questa la sezione BD nor- 
malmente all' intersezione I.F , ai conduca DC perpendicolare 
al piano RSPQ . Sarà DBG l'inclinazione, che chiameremo 1 , 
dei due piani, ed avremo BD:BC.: 1 cos 1 , rapporto, che verifi- 
candosi Ira una sezione qualunque c la sua projezione, dovrà sus- 
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sistere ancora tra ]a superficie e la projezione della figura totale 

S' 

(2O7. V .): onde chiamata S la figura, S ' la projezione, sarà S= . 

cosi 

, 1 1 22. Frattanto se dal punto A , che prendo per origine 

delle coordinate , si conduca AG normalmente al piano della 
figura, e da G la GT perpendicolare a quello di projezione, 
che suppongo essere il piano delle r, y, fatta AG=r e sup- 
poste x, z le coordinate di G, avremo GT=z, e se«TAG= 
z S' 

con=r— . Ma in primo luogo (730) r=,y/(j. a -t-/ a H-z a ), e per- 
ciò a a -+j a -t-z a — r a = o , (959) x~hz^-^=o, ^=0; 


dunque z = 




. Inoltre se S rappresenti 


il nostro rettangolo elementare , che come osservammo , ha i 
• lati nel senso delle x e delle y, S' sua projezione sul piano 
delle y, x dovrà eguagliare il prodotto dxdy dei differenziali di 
queste variabili : dunque sostituito 1’ uno e 1’ altro valore avremo 

infine S —dxdy vnmm , differenziale di se- 
condo ordine, che integrato due volte darà la superficie cercata. 

iia 3 . Se il solido é di rivoluzione generata dal poligono 
' (l AMBO, in cui AM-i, MP=.k, può aversene più speditamente 
la superficie. Poiché immaginandola divisa in infinite zone Mwi' 
con sezioni normali all’ asse del solido, ciascuna di queste rap- 
presenterà un cono troncato , la cui superficie (610) 2T(2y-h 
ds 

dy)y. — =27ryds sarà l'elemento della cercata , onde avremo 
a 

f yds= (980) 2 T f ndx . Dunque nella sfera (984) S= 
9aTX, e fatto x—2 a, sarà S =l\a ì y superficie totale (612). 

1 1 ^ 4 ' Nella parabola S= (g 85 ) 2T fdx^ '^px-+-^ = 

S ' a X=0> S3rà 


Tp 1 

T" 
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1125 . Nell’ ellisse fatto a il semiasse di rivoluzione , che 

sarà il trasverso nell’ ellissoide allungata, e il conjugato nella 2/ ^ 2 

compressa; e posto ne’ due diversi casi ±a 2 qpò a =e a , si avrà 

be //at \ ... 

(771. 2. 0 ) n=— i/l — Ta’ 2 1 j « però se la curva gin o intorno 

2ÒeT /* /ai \ . 

ad AA o intorno ad EE, si avrà — J dx^/i~jpx 2 J. Nel pn- 

a a 

dio caso, descritto col raggio CD=— un arco DBN , la super- 

e 

2 bete 

ficie fatta da ÀM intorno àd A A sarà (1092) — — ABNP; ma nel 


aà 

2* 


beirx j ( 

secondo, determinata C col porre ar-o, sarà (1027) — — 4 / ! 

1126. Nell’ iperLola fatto a il semiasse di rivoluzione che 
può essere o il trasverso o il conjugato, e posto a a -+ò 2 =e 2 , si 
be // ai \ 

avrà (780. 786) «=-^ 4 /l 1, e però se la curva gin o 

2 beT /> j( n 4 \ 
intorno a CA o intorno a CQ, si avrà — — J dxAj I x a qp; — 1. 

Nel primo caso, determinata C col fare x=a, la superficie cercata 

, beTX // ai \ u 2 òt , ex-+ J — ai) 

sarà (1027I i/l x 1 I— ò 2 x l : 

V “ o a V \ «V « a(e-t-ò) 

ma nel secondo determinata G con fare x = o , sarà (1027) 


■' 4 ? 
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Calcolo delle Variazioni 


i 127. Oluc quel genere di Massimi e Minimi , di cui 
pailanwno (1014), un altro ve ne é più elevato, che ha data 
origine al Calcolo delle V ariazioni. In quello ai cerca il mas- 
aimo o minimo valore di una funzione , che è data ; in qneato 
si vuol la funzione , che fra tutte quelle di un genere determi- 
nato è massima o minima . Cosi il problema di determinar nel 
circolo la massima ordinata, riguarda il primo genere: ma quel* 
lo di trovar tra tutte l' isoperimelre la curva della massima area 
(S^g. 11.° 111.°), appartiene al secondo. £ vero che ambedue i 
generi dipendono dagli stessi piincipj , e che alcuni problemi 
spettanti al secondo posson trattarsi anche coi metodi del pri- 
mo , ma tali soluzioni son per lo più assai complicate e poco 
naturali . 

, , 1 128. Sia BO una curva, che abbia per asse la retta AE=a» 

e fatta A1 J = », PM=fz=^(x), se si prenda PT=dx, e si con- 
duca 1' ordinala TV, sarà PMVT=adx (1089), ABMP= J'zdx, 
che va a zero se x=o , e diviene ABDE se x =a . Chiamisi H 
)' area. ABDE, dunque se, stando ferma l'ascissa, z varj in più 
o in meno di una quantità infinitesima M/', e sia |3 la caratteri - 
siica della variazione, come d lo é della differenziazione, avre- 
mo == f£z variazione di z, Mfi\ —Bzdx variazione di zdx= 

l’MV 1’ , BCf somma degli elementi M/i'V e varia- 
j zinne dell’ area ABMP , e BCK.D = |3H variazione dell’ area 
/ ABDE=H. Quindi se 11 debba essere un massimo o un minimo, 
bisognerà che 1' area BCK.D si annulli e sarà |3H=/3ABDE= 
(lffzdx=o (1014), preso l’integrale da 2 = 0 lino ad x—a t 
Di qui si avrà la relazione tra x e z, o l' equazione alla curva, 
che ha la proprietà- del massimo o del minimo . 

1129- 11 Calcolo delle Variazioni deve dunque insegnarci 
a trovar la variazione di li o il valor di fili, che andando poi 
« zero determina il cercato massimo o minimo ; ed eccone in- 
tanto i principi : 

i.° Poiché z, z‘ divengono z-h(iz, z'-+( 2 z' e z-i-Jz (912), 
dunque /3 s' = / 3 sH-| 3^« , e (òdz — fiz' — fìz = d[iz (912) , cioè 
la variazione d‘ un differenziale eguaglia il differenziale della 
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sua variazione . Perciò scrivendo tiz invece di z , sarà £j<# a .- = 
dfidz—(P@z , c di nuovo scritto qui dz in luogo di z , verrà 
^<f 3 z=d|3d a z = d a £Mz=d 3 |3z; e in generale (àd n z=d n (2z, o pre- 
so mcn, (id n z = d m fid n — m i . 

2. 0 Supposto u-=J ' zdx sarà variando (2u=s(ZJ'zdx , e dif- 
ferenziando, du=zdxi dunque ^3<fu(=dj3M)=^3z£fcr, e integran* 
do, (òu=J'f$zdr=z(dJ'zdx , cioè la variazione dell' integrale 
f zdx eguaglia V integrale della variazione di zdx . Perciò 
scrivendo fz invece di z , avremo fftfzdx= fiffzdx = 
fffizdx ec. 

3-° Cangiandosi z in z±ds nella differenziazione, ed in 
z-±f$z nella variazione, ad onta della diversità tra le differen- 
ze c le variazioni , si ha la variazione di z come se ne ha la 
differenza , purché in luogo di dz, dy si scriva /0z , fòy , e si 
faccia x costante ; cosi la variazione di z=-az\y-+b. ry* , sarà 
(Òzz=ax*dy-ì- 2 b.cyfiy, ec. 


n3o. Dunque (ò(zdx)=rdx$z-+i@dx: ma @dx=dfl r=o j 
dunque (i(zdu)-dxfiz e j'( 3 (zdx)zij'dxfiz=( 2 j~(zdx) (i 129. 2 . 0 ) . 

, > . d y d^ y d^ y 

Parimente «. se z=$(v,y, p, q, ec.) e p=~, r=~, 

dx dx a dz* 

* n & d r dQy & d^y 

ec. sara /3p = -^— (1129. 5. ) ('«*9- '■")» = 

d a (3p « d*Qy 

~d^' P r= ~d^ = ~d^ 3'* c ' 1 2 ° /3 (sdx; = dxfi z = dx<Q(2y-h 

dxRfip -+ dxSfiq -t- ec. = Qdxfly -+ Rd/Sj -4 — , ec. ; 3.° 

dx 

f$zdx=Pf zdx (1 .29.2°) =/Qdr/3v-t-/Rd/3r-e 
ec.: ma ff\dfiy=ftfly— fdVifcy (952) 
e parimente 

J dx dx J dx dx dx 

/*d a S/3^ Sd/3r dS/3r f'iPSdxQr , 

-/ “57"=-^ ^T-V ~^pr-’ eCii dui «i ue 0/*^= 

fdxfr (Q-^-^-ec. (R-^ec^^S-cc.) 


a 
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-+-cc., ed avremo un massimo o un minimo se porremo 1* equa- 
dl\ d*S 

zione Q— — - 4-— a — ec.=o, e se, dopo averla integrata, deter» 

.... dS 

mineremo le costanti in maniera che si abbia R -bec.=o f 

dx 

S— ec.=o, ec. Ecco gli esempj. 


I. Qual* è la curva , in cui f zdx=z J' ^ ■ 


'dx^-t-dy* 


è un 


dy 


• u y 

massimo o un minimo? Poiché — =p , verrà ^/(dx' a -t-dy T )= 

de 

,_+ 'P J ) » onde 8=-^/ — — , dz{ — P dx -+ Qdy R dp)= 

P d P <>V(»H-p a ) p(òp (ìrt/it-f-p 3 ) 

v>(«-+p a ) Wj' e ^“Vj'(*-+-p a ) *y*/y 


R/3 pi dunque P=o, Q= — —, R = 


Wy 




— ; e poiché dee 


</R 


qui aversi Q — — = o, (ii3o. 5.°), sarà Qpdx( — Qdy)—pd R: 
ma essendo P=o , viene dz=Qdy-+f\dp—pdR-[-f\dp ; dunque 
integrando , =-| / ' ■ ~ +P )=pR-bC= bC , e C= 

\ V y ) ^y( l ~+p) 

^ • 

Pertanto se si faccia r(r-bp 3 )=m, sarà C = — , 

»Jy (t-i-p 2 ) r * V«* 

( d y\ fm—y Jm — y 

Py — ^ — » e d y— dx y » equazione ad una ci- 

cloide (988), il cui circolo genitore ha per diametro m. La riduco- 

_ d + J r y d y _ ™ d y ( a r ) rfr 
J V ™—y \/(”‘y—y*) w( m y-y 3 ) V( n> y~ y' 2 ? 


a djc 


m 


l , m # r/s 

ed integrandola per un circolo del raggio — , ottengo x — are » 

2 

senv.y (931. 7. 0 ) — V(w.y— J" a )-+C (949)» con che abbiamo le 

dS 

due costanti arbitrarie ni, C. Per determinarle faccio R— =0 

dx 
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(n 3 o. 3 .*), cioè RI = - — - l=o, perché qui S=o, e viene 

V v>( ■-+-/> )/ 

p= o =y 


m — y 
J 


, c perciò y=m: quindi 1’ equazione integrata; 


postovi y*=m ed x=a (1128) , diverrà a=arc. sen.f.ni-{-C : 
ma essendo m il diametro, arc.sen.v.m è evidentemente la se- 
micirconferenza ; dunque C=«-Jmx ; di più se quando 
x=o si vuole anche y=o , 1’ equazione integrata si cangerà in 

4 

2 CL 

o —a—ìntTr e sa à mz=— , Del resto , si ha qui un minimo , 

* m 

V m - — y 

, di- 

/y /m 

venta j dx , da cui, facendo al solito j-=o, viene un infinito. 

y 

II. Fra tutte le curve isoperimetre trovar quella in cui l’a- 
rea J"ydx (1089) è un massimo o un minimo. Giacché l’espres- 
sione della lunghezza di un arco è (1 io 5 ) J'^{dx‘ 1 -4- dy -1 ) — 
C 1 -4-p 2 ) (I ), c questa per la natura degli isoperimctri non 
v .ria, avremo j3_f d.rV(i-+-p a ) = o: ma anche |3jj'd.r=o (1128); 
dunque il problema si ridurrà a trovar la curva in cui J~ zd. r — 
J'ydx-t-J' gdx^J(\ -+p a ) é un massimo o un minimo, moltiplica- 
ta per g costante 1’ espressione dell’arco, onde sieno omogenei 
i due integrali • Si avrà pertanto z=y-+g^/(i-±p' ì ), @z — (ìy-i- 


epfip 


—, ónde Q= 1, R = 


gp e/R . 

, Q = 0 ; e ripetuto il 

V(i-l-p a ) dx 


raziocinio del passato problema, verrà z(==y-+fV( 1 -fp a ) ) = 


pl\-hC=- 


gp J 


V('-+P a ) 
V(§ a -(C -r) a ) 


, e dx — 


c, (C- r )V(«-*-/’ 3 ) = s> 

(C— r) 


■ ; dunque integrando , 


C-y VI S a -(C-.r) a ) 

:r=V(£ 3 — (C— ,y) a )-+C' , cioè (C— j-) a =g a — (.r— C') 3 equazione 
al circolo, in cui le costanti g, C, C' si determineranno come 
sopra (I.), avvertendo di più che la lunghezza della curva può 
supporsi data : ed é chiaro che il radicale portando il doppio 


Digitized by Google 



a36 

seguo, e perciò potendo descriversi il circolo onde rivolga al- 
l’ascissa o la concavità o la convessità, avremo un massimo nel 
primo caso, un minimo nel secondo . 

III. Fra tutte le curve isoperimctre trovar quella il cui solido 
di rivoluzione ha la massima o minima superficie 1- 

d> a ) («123). Trascurato sy, che é un numero costante, e fatta 
*J{dx ì -\-dy' ì )—dx*J{i-y-p 1 ), dovrà essere, come nell’ antecedente 
problema, zd,r=J'j'dj\/(i-+p' 2 )-yJ'gdj\/(i-+f)' 1 ) un massimo 

o un minimo ; dunque z**(j'-t-g)V(i-4-f a ), j3z=/3,)V(‘ -t 7 ,a )"+ 


t Y-*-S)PpP 


(r-+g)P 


dl\ 

Q r =o, e fat- 

dx 

to il solilo raziocinio, z(^?(/-+g),^(i-f/> 9 ))=pR-+ -C=— 


onde Q=V(«-t-P a ), 

V(I -+P*) * V('HT’) 


■+C , C= 


.v-t-g 


V( « -+p 


a )’ 7 \ dr ) C 


</((S-1-g) 3 -&)> « d *= 


C dy 


-, equazione alla curva volgarmente della la Ca~ | 


C a ) 

tenaria, perchè una catena flessibilissima se sia sospesa per 
le sue estremità, si conforma in questa curva . E qui pure at- 
teso il doppio segno, che compete al radicale, si avrà un mas- 
simo quando la curva rivolga la concavità all’ asse ed un mi- 
nimo quando gli volga la convessità . 
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Calcolo delle Differenze finite 


i i 5 i. Già sappiamo che cangialo l’algoritmo d delle dif- 
ferenze infinitesime (910) nell’algoritmo $ delle finite può aversi 
(918) J^(x)=A J'x-+I3j‘.t 2 -hC^ J -fec , essendo A, B, C, ec. j 
coefficienti delle successive potenze Jx, ^r 3 , Jx 3 , ec. nello svi- 
luppo di £p(x±£r), e che posami determinarsi coi metodi già 
accennati nel calcolo differenziale (918). 

i i 52. Dunque ^:fcx )=±«x” 1 

2 

»,)(/«- 2) «— 5 . 

— j * d.f'H-ec. Oppostamente preso <7 perii segno 

integrale (g.ffi), avremo s{±nx' Vxh-— — - x”" - ec .) 

2 ’ 

n . 

= ±x -fC » Sia Jx costante e i.° i ; dunque trSx— ($47) 

* x • 

txfis=x 9 e 0*1=—; a.° dunque èz*)^2.$x<rx-\- 

.r 2 v 

<J.tVi=x 3 , e o"' r =^r — “J 3 .°n= 3 ; dunque <r( 3 x 3 ^x-t- 5 x (fccM- 

^j 3 )= 3 j'.r , (j , x 3 -t- 5 jxVar-+^xVr= 2 5 , e sx a ~- 

5 <Jr 2 6 

ec., onde se <Jx-i, verrà cri=x, ffx=i(x 3 -j ), fl-x 3 -*x 3 — Ix 3 H-i r. 

e parimente troveremo (rx 3 =' — , fl\r 4 = — (6x4— i5x 3 -t- 

4 5 « 

x 3 

io* 3 — »), s.v>=. — ( 2*4 — 6 x 3 -+- 5 x 3 — 1 ), ec. 

12 ' 

1 1 55 -Ma debba differenziarsi il prodotto y^x{x— i)(x— • a)„„ 

( r — 11), su ppos ta S.i-i. Avremo (9 1 3 ) = (x-+ 1 )x (x— i)(x— 2).... 

(x - n -+ 1) _ x(x — 1) (x — 2) . . . . ( x - «)^-x(x— ,}(*— 2)..,. 
(.*■—«-+ ,)(xh-i— x-+«)=x(x— 1) (x — 2) (x— rt -M)(/i-f 1). 

Dunque i (x(x— i)(x— a)....(x-/i-n))-— ~ 3 )— -fo— ") +c> 

n-H 
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c se si cangi n in n- fi, avremo egualmente <r(r(.r— i)(.r— 2)...» 

^x-r- ») t ° - • ) ^ 

/IH-2 

1154. Si trova nel modo stesso ^{r-t i)(rH- 
(x-M)(jr-f-2)(.r-+3) .... (ar-4-n)(n-4 1) ; e cr(.r(.r-4-i)(ar-t-2) . . . .. 

[t 

n-+ 2 

1 13 !>. Sia da differenziarsi y—%' (2x— i)(2.r— 2)....(ax— h) r 
supposta <5* = i : avremo t) i y=(2.rH-2) (2XH-i)2a(2X— 1). . . . 
[ir — 71-4-2) — 2J"( ix— I )(2.r— 2)....(2X — n-+-2)(2j — n-+ i)(2X— n)= 

2r(2x— i)(2r— 2) ...(2x-n-t-2)((2r-f2)(2x-M)— (2x— nn-i)x 

( 2 X— «))=2»(2r— |)(2X— 5 )....( 2 .r— /i-t- 2 )( 4 r-f- 4 nx— /i 2 -f«H-2).-= 

2.r(2x — 1) (2r — 2) (2x - n-+2)(«4 *)(4 r — » -t- 2) ; 

e quindi <r(2.i (a.r— 1) (2X— 2) (2x-rt-42) (4x— 71-42)) = 

2.»'(2 t ■— i)(2r — 2) (ar— n) 

(« H - - ) ’ oss ' a can 8 ‘ an ^° n * n n — 2 » 

ff ( 2 X ( 2 X — I ) ( 7 .X — 2 ) ( 2 X — n -4 4 ) ( 4 x — n -4 4)) = 

2 v ( 2X — 1 ) ( 2 X — 2 )....( 2 X— n- 42 ) 


(«— 0 


Avremo egualmente 


r l . — — 1 x 

(mx- 4 o)(/ 7 ix- 4 a- 4 nj)(w*-r- 4 a- 42 TO) (mx-fa-hnm) mn 


(ffl/4fl)(mi4a-t-m) (n;.r-4a-f (« — 1 )m)’ 

ii5b\ Passiamo dopo tutto questo a integrare 1’ equazione 
lineare di prim’ ordine y' — py — X=o , ove y' =y-+$y=y-+t r 
e p ed X son funzioni di x. Fatto y=?rz, onde $y=rdz-rzS'r-+ 
§r$z, l’equazione si cangerà in rz{p — t )—r£z — z$r—$r$z- 4X=oì 
c se sia rz[p— 1 ) — zèr-o ovvero 1.* pr-rH-iJr, verrà rJz-hJr$z=X n 

ovvero li.* Jz = — . La I.* »’ integra riducendola a lp=l(r-+ 2r ) — | 
lr — S(/r) (gì 3), onde /r=cf//> ed r=e°^ : perciò dalla II." si ha 


/ d \ 


X 


fflpf 


X 






I 


a 3 g 

» 1^7. Poiché la somma <r di tutti i valori di lp dipenda da 
x di cui p c fu azione ( 1 1 36 ), ed x= ${x — 1 -+x — 2 -+ x— 3 -t- ec.) 
(gi6), si avrà cip col cangiar successivamente x in x— 1, x— 2, 

x _3 3 } 2, 1, e col prender la somma dei logaritmi di queste 

quantità o il logaritmo del loro prodotto (400. i.°) che chiamo 

Hp. Quindi r=e* lp ' =ì* P =Tp ( 5 o 8 . 3 .°), e chiamando p' il 
termine , che viene immediatamente dopo p nella serie ec.... 
•p, p, p', ec., sarà r-*}>(=pr)=?rp', che si avrà cangiando x in 

•c « / X \_ X _ X . 

x-t- 1 nel prodotto 7 rp i perciò J';! J— z e 

. Cosi data y ■+ (x -+ i)£r -+• afr* -+• 0 = 0 » 


,=, Hv c ) 


sarà — — — = x -+ i , p — t — 
P— 1 

x — i x — 2 x — 3 5 a 1 


x — 1 x — 2 4 ^ 2 x 


-, TP'- 


-, — =fl(2XH-l), 
•« p - 1 


X 


ed r=-(C — air (2* -+i))= («o 32 ) ax. 

XH - 1 x 


Supposta costante p=f, saranno irf, irf dei prodotti/ ,/ -,-r 
di/ moltiplicata per se stessa tante volte n, «H- 1 quanti sono 
i termini che precedono y t y' nelle serie ec X n )y....' y, y t yt T't 

X 


ec., ed in tal caso si avrà y =/ ”^C-+ ~ 

1 


e se sia costante 


anche X— g , il rimanente integrale esprimerà la som- 

f n ~ 1 . . 1 1 t 

la (328) della progressione geometrica 

< / (/— 0 J J J 


ma 


cioè la somma di tutti i valori che si hanno da 


jn+l 


cangian- 


do successivamente n in n — -1 , n — 2.. .. 3 , 2, 1 ; si avrà dunque 

’U n - 0 

/-* * . .. . 


allora j =C,J n - 
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1 i58. Si «doglie con questo metodo il bel problema gii 
proposto di sopra (358) . Se come ivi , aia c la sorte al 
frutto semplice di m per i , l gli anni in cui vuol consumarsi 
e sorte e frutto , ed x la somma costante da spendersi annual- 
mente , supporrò che nell’ anno n ,,mo la Sorte sia ridotta ad y, 
onde tra sorte e frutti si abbia /(i-fn;); e giacché in quest'an- 
no si spende x, la sorte nel seguente («-4-i)* ,mo saià y'-(m~\- 
i )y—x, equazione da cui si ha p=rf—m- fi, X=g=c — x, ed 

j[ ( J72 ^ \ \ 

y — — — : ma quando gli anni sono n= c 

si ha la sorte y — c ; dunque c = C(m-fi)=x, C = 


x x / x \ «— i 

- ed y — — hi c )(m-+i) .Or tutto vuol 

•i m \ tn J 


consumarsi 


negli anni n=t, e perciò nell’anno n—l~b i dee aversi y-o ; dunque 

x / x\, „ , . mc(m-fi)* 

o=— - fi c l.m-f i/. e la somma cercata x= - . 

m \ m) K i 


1 i5g. Se non cade fra 1’ espressioni , di cui si è asse- 
gnato l’ integrale (ii 52), sapendosi che supposte 'X, "X, "X, 
ec. p , 'p ì "p t ’"p, ec. ciò che divengono X e p' posto in luo- 

X 

go di x , x— i , x— a, x— 3 , ec , deve aversi <r — ■ = (916) 

Tp 

X ’X "X . , ... X -V . 

1 f. h ec. , sarà dunque in tal caso TP<T — A-f 

Tp T'p T"p Tp 

Tp'X Tp"X Tp' y X _ _ /> , , . . , 

— 1 — 1 h ec. Ma facendo p-<- p(x) , si ha p— 

t'p t "p t"'p 

,), "p= Cp(x-a), ">=$(*- 3). ec.; t P =Q{x- .)fp(x- 
a)$(x — 3) .... 3. a. 1, t'p=${x— 2$(x — 5 )$( x — 4 ) . . . . 3.a. 1 , 
T"p=$(x— 3)$(x— 4)tJ)(x — 5).. ,5.a.j, t'"p~Q{x— 4)$ (x— 5).... 

3.3.1 ; sarà dunque — 1 )='/>, — 1 1 

T p t p 

'p"p, 3£-==$(x— i)$(x— a)$(x— 3 )—'p"p'"p, ec-, e in conse- 
T P 

guuiza y^’X-+y'X-h>"p"'X-h»"V ,v X-+tc -+ 7 / 1 C. 
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/ X \ 

1 1X0. Del resto la formula y=zTpl <r — -fC ) benché ton- 

\ TP' ) 

data sull’ ipotesi di <5^=1 , può anche applicarci al caso di 
$x=*n, purché prima d’integrare si ponga x=.nu. Infatti è ma- 
nifesto, che allora si avrà Sx ( = n) = nSu j e per conseguenza 
$u= I. 

u^i. Sia anche 1 ’ equazione lineare del sedondo ordine 
y->ra$y-\-b $ 2 y=X , in cui a, b sono costanti, e èx=i. Appli- 
cando il metodo dei coefficienti indeterminati ( io 65 ), giungere- 
mo primieramente all’ equazione u — mJu=X, e in seguito all’ 
(a-ym’)u" — (a-t-m")u* 

altra y— - ; , essendo m 1 , m' ì due valori di 

m — rn 

m dati dall’ equazione m' 1 -paTn-+b=o, ed u', u" i due valori 
di u , che resultano dal porre i valori di m in quello di u . 
Quanto poi all’ integrale di u — m$u = X , avremo (1137) 


H = 3 * 7 ~T\) 1 


onde fatta la costante 


H — =h , e però ni—- , si avrà 

m h — 1 


“= k i c - 

(1 137), e se anche X fosse costante, verrebbe ucC/i” — X(ò n — 1 

n4a. Sia data una serie ricorrente ( 383 ) con la scala </ , 
-4-r , e se ne voglia il termine generale yx n . Supposto y il ge- 
nerale coefficiente della serie ec/ya . n — l »yx n , y'jl n *+-*, y"x n ^~' 2 , 
ec. ed n il numero dei termini , la cui differenza costante é 
ènzfi t , si avrà y"—qy'->cry ( 583 ) : ma y'=^y-y^y , j "—y-+ 

*, io , » , (2— <7 )$r-+-cì'*Y 

3 oy-t-o y (9*3)j dunque y~\ =0, che paragonata 

1 — a — r 

con F equazione di sopra (1 140 c * dà «=_^ L-. t b- 


X=o, m'= 


q— any(9 a -+40 


1 — q—r 1 — q — r 

_ *7— a— V'(9 a -+4 '’) 

2 (i—q~ r ) 


-, h’t= IH- 


2(1 —q — r) 

*"« ,+ JL, n'=Ch' n , u"=C'h"n ed yx n ^"‘YzS a ^ r } U >': 
m ' m" J m'-n," 

Così, data la serie iH-2X a H-ax 3 -f6jr4-fec.== i.ì °-for , -t- 2 x- > -f- 
2x 3 -t-8.r4-)-ec. con la scala di relazione, 1 , -+ 2 , sarà q— 1 , r—%, 
Marie P. II. 16 


* 
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<7= — i, A, m"=i, A' =—i f A"=a, u'=C(— i)*, !/"== 

C'a", j-=|C'2'«-+- , -+-|C(— 1)“; e poiché fatto nao , sì ha dalla 
serie y = i, e fatto n= i si ha ^-=o, le due equazioni «=|C'h- 
gC, a=|C'— danno C'=i, C=a ed ^x tt =|(a"±z)x", pre- 
so il segno -+, o il segno — secondo che n é pari o impari. 

1143. Anche nell’ analisi del Caso e della Probabilità si 
adoprano le differenze finite. Chiamando noi fortuito o casuale 
un successo, allorché ignoriamo le cagioni, che posson farlo 
avvenire; siamo costretti a riguardare come egualmente proba- 
bile 1’ esistenza o inesistenza di due successi casuali, se I’ uno 
o 1* altro dovendo necessariamsnte accadere, non vi sia maggior 
ragione, per cui 1 ’ uno debba accader piuttosto che 1 ’ altro . Si 
riguarda pure come egualmente probabile 1’ esistenza di Ire av- 
venimenti, che a vicenda escludendosi, mentre un di essi dee cer- 
tamente aver luogo , non ci offrono intanto ragione alcuna , 
onde lo debba aver questo piuttosto che quello : ma qui 1* ine- 
sistenza di ciascuno è più probabile della sua esistenza nel rap- 
porto di 2 a 1, perchè di tre casi possibili i’ inesistenza ne ha 
due in favore e uno solo contrario. Quindi le probabilità IT, L* 
dell’ esistenza o inesistenza d’ un avvenimento son tanto mag- 
giori o minori, quanto direttamente é più grande o più piccolo 
il numero dei casi F, C a lei favorevoli o contrarj, e quanto re- 
ciprocamente é più piccolo o più grande quello dei casi possi- 

1 F 1 C 

bili P; onde sarà n=FXp=- e IT=Cx-=p; e poiché i casi 

favorevoli F insieme coi contrarj C formano i casi possibili 
P , cioè F -+ C = P , si avrà riH-Il' = 1 ed 1 rappresenta 
rà la certezza, essendo chiaro, che un avvenimento dee di cer- 
to accadere 0 non accadere. Trovata la probabilità, si determi- 
na la speranza £ degli interessati all’ esistenza dell’ avveni- 
mento, e questa speranza evidentemente risulta e dalla somma 

FS 

sperata S e dalla probabilità n d’ ottenerla, cioè £=*nS=— . 

1144. La probabilità fin qui considerata suppone certa la 
futura esistenza dell’ avvenimento , sia questo favorevole , sia 
contrario . In tal caso la probabilità comunemente chiamasi 
semplice , e potrebbe anche chiamarsi assoluta . Che se 1 ’ esi- 
stenza futura dell’ avvenimento è soltanto probabile , allora la 
probabilità divien composta o relativa. Ed è manifesto riguar- 
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do a questa seconda, che essa tanto dive) ri maggiore o minor* 
quanto sarà maggiore o minore la probabilità, che l'evento suc- 
ceda, c che succedendo, sia favorevole ovvero contrario . Dun- 
que per valutaria dovrà moltiplicarsi insieme la probabilità del- 
1' evento pei quella della sua qualità favorevole o contraria. La 
probabilità composta ha nei casi pratici maggiore estensione che 
la semplice . Eccone qualche appjicazionv . 

l.° Sono in un’ urna in palle bianche, n nere. B scommette 
contro C, che sortiranno a palle bianche prima che b palle nere. 
Manca a B un tiro perché guadagni , ne mancano x a C . Sup- 
ponendo che le palle estratte non si ripongano nuovamente nel- 
1* urna, si domanda la probabilità dei due giuocatori . 

Saranno dunque m — «-fi le palle bianche , n — ò—far le 
nere residue nell’ urna. La lor somma m — «-f i-fn — b-t-x darà 
il numcio dei casi possibili , e fatto per comodo m — a-f i = «. 


n — b—ìò • &- 


favorevole a B, e 0'= 


(ò=y , sarà 17 

0 


x 


•y-VX 


la probabilità per il caso 


-x 


quella per il caso contrario . Ora 


y 

In probabilità di guadagnar la scommessa non si ristringe per 
fi a quella unicamente che può avere di vincere il tiro . Perden- 
dolo egli ha luogo di sperar nei seguenti : onde se sia y la sua 
totale probabilità prima del tiro , supposto ancora che questo 
gli sia contrario, rimarrà sempre con la probabilità ’y, che sarà 
funzione di r — i , come y la è di x ; ed è chiaro che 'y costi- 
tuisce essa pure parte della speranza di B avanti il tiro, coll’ u- 
nica differenza , che se dopo il tiro è probabilità semplice , 
avanti é composto, poiché dipende allora dalla probabilità del- 
la perdita del tiro stesso ; onde il suo vero valore è in quel 
caso ’^ n'.che aggiunto a FI formerà il totale della probabilità di B 

prima del tiro. Avremo perciò +x )y 


ossia 


J'—J 


(| 3 )- 


-.r 


a 


= o : equazione lineare del primo ordi- 


ne, che cangiato ar> in or-fi, e perciò *y in y ed y in y ', di- 
i » /i3-f r-f t \ ci 

verrà y —ri — — ) — — — =o Per integrarla più facil- 

\y-+x-rij /-fa -fi * r 
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mente particolarizzo i valori, « faccio m = \, 11 — 7, <* — 5 , b— 4 » 

( 4 -bx \ 

6^+x j 


E^-=°- D “ n ’“” ,36) X= è5? '“SV ^-(5-w) U-t-T)’ 


T(> 


tt — , <r~ = <r ( 5 -+ x ) = - ( * -+ 9 ) , edy— 

■Vii n' o 


’(6-4-x)(5-t-x) ’ ttf 


( ff r _+.q)_fC I ■ Per determinare la costante os- 

) 

servo che quando x — o non resta a B alcuna speranza di 
vincere : onde anche y = o : dal che si ricava infine = 

' 3 - — Sia x=2, sarà allora y — — . 

(5 2,1 

1 I.° Determinar le sorti del Banchiere e del Puntatore al 
giuoco del Faraone nei casi che con ix carte da sfogliarsi, si 
trovino nel ma?,zo o una o due o tre carte puntate . 

Se 2X son le carte, si avranno (372) x(zx— 1) combinazio- 
ni binarie , cioè nel primo caso -xx— 1 con la carta puntata , 
(ai— i)(x— 1) senza di questa. Ora il primo sfoglio o segue 
con la carta puntata o senza. La probabilità di questo secondo 

evento è manifestamente ' ■> <l ue ^ a ^ P r * mo ® x ‘ 

X t 

Succedendo il secondo evento il banchiere né scapita , nè gua- 
dagna, c solo cangia la sua probabilità totale y funzionerà* 
ir, y funzione di zx-z , che valutata pnma dello sfoglio per 

le regole della probabilità composta varrà — — Succedendo 

il primo, egli può vincete o perdere, secondo che la carta pun- 
tata viene a destra o a sinistra . Or qui le combinazioni non 
essendo che due , V una favorevole e V altra contraria , la pro- 
babilità che possa aver luogo la favorevole sara dunque - , 
questa moltiplicata al solito per la probabilità dell evento, var- 
rà prima dello sfoglio Dunque la probabilità totale del ban- 
chiere prima dello sfoglio sarà Ponendo XH - 1 
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non 


. *45 

in luogo di x , e quindi y' per y ed y per ’y , si avià y’— 

-y —~, — — =°i onde(n37 ) tP = '.,V= — , <r — ,*» 
x-, i 2(x-f-i) x ... -+ 1 ^ 

X I f \ 

o J = (««5a. i. ) -, ed 7' = “( — l-C 1 . Ma quando x=o , 

resta altra speranza al banchiere, e si ha^ =o: dunque C=o, 
e quindi J 

!Vel secondo caso le combinazioni totali saranno come nel 
primo ; quelle con una carta puntata 4(x — i) > con due i , sen- 
za le carte puntate (x— i)(jc- 5). Quindi la probabilità che non 

, (' — 0(2* — 3; 


venga alcuna carta puntata al primo sfoglio sarà 


-(za-,) » 


4(x— i) 

che ne venga una sarà , che ne vengan due sarà 

Jf ( 2X — I ) 

■ 

. Non venendone alcuna, il banchiere .guadagna la so- 


a(ar-i) 

lita probabilità ’y , che valutata prima dello sfoglio , diverrà 

\x — i)(jr- 3) ... 

’y. Venendone una, abbiamo già veduto di sopra 

x(2X— i) 

che la probab'lità per il caso favorevole é i, che prima dello 

t . a(x — i) •» 

sfoglio equivarrà a — . Ma in questo caso rimane sempre 

x(ax — i ) 

una carta puntata nel mazzo, c su questa abbiamo veduto, che 
il banchiere, qualunque sia il numero delle carte, ha la pro- 
babilità i, dunque poiché questa valutata prima dello sfoglio 
q,(x I ) 

monta a — — , sarà perciò la totale probabilità del banchie- 


x(2x— i ) 

re fondata sul secondo evento 


4(x— i) 


. Infine venendo due 


— i) 

carte puntate o un doppietto il banchiere ha per le condizioni 
del giuoco la certezza di vincere * , sulla qual vincita prima 

dello sfoglio ha la probabilità — — . Dunque tutta quanta 

a x(*.i — i) 

la probabilità del banchiere in questo secondo supposto di dite 

* 
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(r — i)(a.r— 5 ) 8r— 7 .. 

carte puntate «ara y— ■■ V-) , «loe, fatti 1 

,/(a.i — 1 ) 2X(2.t — 1 ) 

' x(ax — 1) 8 r’—r 1 

soliti cangiamenti , --- 

.r— 1 x— a 3 3 1 2»* — ^ a.r — 5 

Avremo dunque TP— 


= o . 


x 


x- 


4 3 2 2.'C— 1 21 3 


. TP — 


1 X 8x-t- 1 x 

, — ,1 <r — ,=ar =-(4x— 3), 

(lH-i)(sx4- 1 ) TP a * 


. Si troverebbe egualmente per la probabilità del 


5 3 x(ax— 1) 

4r — 3 
ed /*= 

• a(ax— 1 ) • 

4x — 5 

puntatore 9 • 

' 2(a.r— i) 

Nel terzo caso le combinazioni binarie totali saranno al so- 
lito x(2r — 1). Quelle senza le carte puntate (2.T— 5 )(x — ?); coq 
una carta puntata 3(2X— 5 ); con due 3 . Dunque la probabilità 
che non si abbia alcuna carta puntata al primo sfoglio sarà 

(2.r — 3)(x — 2 ) 3(2J’— 3) 

-, che se ne abbia una , che se ne abbianq 


x(2X— 1 ) 

3 


x(2 r — 1 ) 

due — — , Seguendo il primo esso il banchiere non guadagna 

x(ax — 1 ) 

che la probabilità 'y di vincere nello sfoglio seguente che pri- 

(ax — 5 )(x — 2) 

ma dello sfoglio verrà V . Se segue il secondo , 

x(ax— 1) 

egli ha la probabilità, che la carta gli sia favorevole, probabili- 
tà che abbiamo già trovata essere i, e che prima dello sfoglio 
5(2x— 3) 

vale , inoltre guadagna la probabilità sopra le due 

ax(ar — 1) 1 

carte , che rimangono , la quale per un numero ax di carte es- 

4x — 3 


sendosi già trovata di sopra 


2(2X — l) 


, qui in un numero 2.x — a 


Àx — 7 

di carte sarà dopo il primo sfoglio — — ■ — — , e avanti di esso 


3(4 r— r) 


3-1 (2X— 1 ) 


2(2X — 3 ) 

; onde la probabilità intera del banchiere fondata sul 


f 
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3(5 5) * 

secondo evento sarà — — Seguendo infine il terzo, il ban- 

z(a. — i) 

chiere guadagna la solita metà della scommessa, sulla quale ha 

5 

dunque la probabilità , ed inoltre guadagna la pro- 

2 x(ax i ) 

Labilità •* sull' altra carta rimasta, probabilità, che prima dello' 


sfoglio vale 


1 ) 

terzo evento la probabilità 


i cioè . in lutto il banchiere può avere sui 

5 


a-( 2 .r— i) 


- . Dunque infine la totale 


, , L . (ar— 5X*'— a), 5(3 r-4) > 

speranza del banchiere sara y — — y — 1 . 

x(zx— i) * x(ir— i) 

( 2 r — i ) ( i *— ì ) 


Fatti i soliti cangiamenti si avrà y' 

3(3 v — i) 


j — 


= 0 , TP- 


(2X+l)(l4l) 

2 r — 3 2 r — 5 3 i x- 2 X--5 


2 r — i 2 x — 5 
2 ^ 


5 3 
a' 


JC — l 


(ar-4-i)(r-+i) 

X — 4 321 

x — 2 5 4 5 x(.r — 0( 2t ' — *)' "* x(< 

5 3 - 3r 

“irx(3x — i)=-(X' 3 — ir 3 -H J' ) = — ( x — i ) 2 . Dunque y=s 


“• TP ■ 


X 

' ■, cr — = 

| )(2X-rl) irp' 


2 / 3r \ 3(r — i) 

( — (x— «) a -+ C 1, cioè j r — , giacché 

f - i)(r — ,)\ a ) a — i 


co- 


x(ax 

me sopra C = o , La probabilità del puntatore si troverebbe 

5(r— a) 


2X — i 


111. Sono in pn' urna x -4- i biglietti coi numeri naturali 
t, 2 , 3, ec., e che debbono essere estratti da altrettanti indivi- 
dui, a condizione che chi estrarrà un numero —, u<m oltenà 
un certo premio . Supposto i>a ni si doinundu se la probabi- 
lità di guadagnarlo sia la stessa tanto per i primi estraenti , 
quanto per gli ultimi . £ certo quanto al primo estraente , che 
in x -+ 1 combinazioni possibili , avendone m favorevoli ed 
x-t-i — m contrarie , la probabilità per la vincila sarà per lui’ 

m . x-M — m 

, e per la perdita — 

x-+-r x-t - 1 
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Quanto al secondo possono aver luogo due casi differenti, 
cioè i c che nell estrazione pi eèédente sia sortito un numerò' 
> dì m; s. che ne sia sortito uno = , <xm . Nel primo caso 
egli non fa che cangiare al solito la sua probabilità y per la 
vincila in 'y funzione di x, che al principio dell' estrazione vale 
V( ■+> — n») 

^ 'j~ ~ — • Nel secondo caso sopra i residui x biglietti ne re-’ 
stano per lui m — i che potranno farlo vincere, onde per questo 

evento avrà la probabilità , e questa pure valutata prima 

, ... . , 1 ) 

nell estrazione varia — - . Quindi la probabilità totale del 

. x(x-bi) x r 

secondo estraente per la vincita avanti I’ estrazione sarà y— 
j *(x— t- i — tìì\ iii[in — i) ^ 

I — : , espressione che coi consueti cangia* 


x- t-l 
menti diviene i 


X(:C- 

' •? ( ,r - +a ~~ m ) m(m~ i) 


X=- 




XH-2 
x- t-i — tn 


V P®“ 


7 Tp= 


io. Sarà dunque 

(■''-fi)(-r-+ 2 ) 

m(m— i)(m— 2)(w—<5)... 4.3.2. i 


7 Tp' = 


X-+2 ' ' (x-+l)j(x — >)(.*■ — 2)...(x-/l/+2) 

m(m — 0(»i- 2)f»i — 5) . • . . 3.2,1 X 

. a - — 

Tp‘ 


( c-f2)(« -t-i)i (x — i)( -2j (x— ro-t-5) ' 


■ y (- r — i)(.t— a)( 1 — 5)...(x~ m-v3) x(t— !)( r_j)(x — 3)(r~ m+ 2 ) 

(r/t ~s)(ni — 5j(rw — 4 ). ..3. 2.1 (m — i)(m — 2 )(m — 5) .. 3 . 2. 1 

. , m(m — 1 \m — 2)(w — 3) .... 5.2 . 1 

( 1 154) j ed »■= ■ — t X 

( x -+ 1 ) x ( .* — 1 ) ( x — a ) . . . . (x— m-t- 2 ) 

/x(r- i)(.r--i) (r — w-t-a) \ . 

I rr *- = bL I . La costante si determina 

i)(fn — i)(m — 3)....3.2 . 1 J 

con osservare che quando xH-i=m, non restano che m estratti 
tutti contrari olla poi dita; onde la probabilità per la vincita si 
Cangia allora in certezza, e diviene ^=31 . Ma la supposizione 
di x-t - 1 —tu , cangia il secondo membro dell' equazione in 1 -bC, 
avremo dunque t*=i-bC , e quindi C=o . Di qui é evidente la 
. . m 

conclusione che in generale y= , onde la probabilità del 

x-b | 

secondo estraente per la vincita e in conseguenza anche quella 
per la perdita sono eguali alle probabilità dei primo estraente. 
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Questo resultato basterebbe per concludere che tutti gli al- 
tri goderanno nel seguito le stesse probabilità ma volendo ve- 
rificare l'accennata conclusione anche rapporto al terzo estraen- 
te, si osserverà che per lui posson darsi 3 casi diversi : i.° che 
nei due estratti precedenti non sia sortito alcun numero = , 
o<mj 2 .° che ne sia sortito uno; 5.° che ne siano sortiti 2 . Le 
combinazioni tra favorevoli e contrarie a ciascun di questi tre 
(r-+ 1 ) r , 

casi sono in tutte (3^4) . Quelle che favoriscono il primo 

2 

(r — biV.'-h — m ) . 

caso sono — , quelle che favoriscono il secondo 


sono m( r-f i — m), e quelle che favoriscono il terzo 


m{m — i) 


(r — m)( r-rt-i - r») 

probabilità per il primo caso é dunque - , per il 

im(ri-i-m) m(m - •) . . .. . 

secondo , per il terzo . Avvenendo il pri- 

j(x-t-i) x(.r-4-i) 

mo caso 1' estraente cangia la sua probabilità^ per la vincita, 
in ’jr funzione di x — i, che valutata prima dell' esti azione var- 
'y(r- »;j)(ar-4-i — m) 

rà — — — . Avvenendo il secondo caso, nei residui 

x(x-t-i) 

x — i biglietti se ne troveranno m — i favorevoli alla vincila , c 
perciò la probabilità di quest’ evento si ridurrà allora rapporto 


al nostro estraente a 


ni— i 


, e questa pure valutata prima dell' 


• j- i am(.r-t-i — m)(w — i) 
estrazione diverrà — - — Avvenendo il terzo ra- 

(x-l-i)r(.i — ij -v 

so, nei soliti x — i biglietti residui ne rimarranno m — 2 favore- 
voli alla vincita , e la probabilità per la medesima diverrà rap- 
m — 2 

porto al terzo estraente — — , che prima dell' estrazione vairà 

x — i 


Quindi la probabilità totale , che il terzo 


m{m — i)(m — 2 } 

(a H-l)x(.r — 1) 

estraente ha di vincere sarà j — - ^ T H r -t- > TO 1 

-i(xh-i) 
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.r(-c— 1 ) 


(.r-t- 1 )*{•*•— i) 

tnlm— i)(zt-*-m) , , , 

— — — — ; ■-< Cangiate y, ’y, x in y,<y, x-+a , potrà de- 

(x-t-i)r(t — I) 

, • , r(* -t-a—w)(r— m-t-5) m{m~. i)( 2 r-+- 4 — m) 

dui si r ' — »- — — — - = o, 

(x— t-2)(x-4-3^ (r — t- 1 )(r -4- a^( r-4- 5) 

equazione , nella quale esst ndu J'.r := a , dovremo per inte- 
grarla cangiare x in iu ( 1140 ) , e fare in conseguenza y' — 

r(z«H- 2 — ro)(?.u— m-f-5) m(m~ i)(4«-4-4 — *»•} , . 

-o. Si avrà dun- 


(2U-f?.)(3U-+5) 


(2U-+ l)( 3 UH- 3 )( 2 U-t- 3 ) 


/>/(»/ — 1 )(4«-t-4 — m)’ (2u*t-a— hh 1 (zuh- 5 — w) 

? (2U-|-l)(2UH-^)(aU-+3) , (2H-t-2)(2U-t-5) 


i *> = 


7 (2U-i-l)(2UH-2)(2U-t-3) (2ùH-2)(2U-t-5) 

(21/ — /n)(ào — 2 — iw)(2u — 4 — »w) ni(m — 4) . . . . 4-2 


21 /( 211 — 2 .;( 2 u — 4 ). . , . (m-H|)(wj-t-a) 

(zu — m-\- — m — 1 l(2u — m — 31 .... (m — 1 )(m— 3). . . 5 . 1 


(20 -4- 1 ) v 20 — 1 )(2U — 3) («1 -+5\m -4- 1 ) 

mini — ìVm — alfwi — 31 . . . 4>5.2. 1 , 

i 1 il — — ;; rrp — 

(2114 1)20(20 — 1 )(su — a) (2 u — tu — t- 2 ) 

mirti ~ 1 1(1/1 — al(w — 5) 4 3 3 » 


( 21/ H- 5 )( 2(1 -+■ 2 )( 20 -t- I )21i (20 — I ) ( 21/ — 2 ) 211 — «i — ì-^t) 

X 20 ( *>.U — I 1(20 — 2 ) . ... . ( 20 — »>l -4- 4 )f 4 u *+ 4 — ni ' 


T/0' («< — 2)(»/i — 3)(oi- 4 ) 4.3.2. 1 

20120 — l)(2U— 2) ..(20 - m-fa) ..... 

— 1 1 j onde restituito il valore di 

[ tu — 1 \ m — a)(«> — 3 ) 4.3.2 l 

n /( m — iX"i — 2). 5 2 1 

y “ rJ 1 .-,„h-,) x 

( r < r - , e poiché 

y («» — I )(/«— 2) .... 3.2.1 J 

la probabilità y si cangia evidentemente in certez- 
za , e si ha J = 1 . dal che risulta Cmo , dunque infine y= 


- l)(»tt— 2).. *3.2. 1 


3 (:i — i)(r — 2 ).. (r— 


(z-t-,)/(i- r)(x— ?)...(r- m-t- 2 ) ' («m— t)(w— a)...5.a.i 


-, come si era già detto. 


FINE 
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